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Исследуются структура и свойства химерных состояний в ансамблях хаотических осцилляторов

с нелокальной связью. Показано, что фазовые и амплитудные химерные состояния в ансамблях ха-

отических осцилляторов с негиперболическим и гиперболическим типами аттракторов могут быть

получены с помощью моделей в виде двумерных отображений Эно и Лози. Исследуются механизмы

рождения, структура и время жизни фазовых, амплитудных химер и режима уединённых состоя-

ний. Рассматриваются химерные состояния в двух связанных ансамблях хаотических отображений.

Иллюстрируется возможность реализации в таких ансамблях нового типа химерной структуры —

химеры, состоящей из уединённых состояний. Описываются эффекты внешней и взаимной синхро-

низации химерных структур на примере двух связанных ансамблей из логистических отображений

с нелокальной связью. Обсуждается качественная аналогия полученных результатов с классическим

эффектом синхронизации периодических автоколебаний.

ВВЕ ДЕ НИ Е

Уже несколько десятков лет исследования коллективной динамики ансамблей различной при-
роды и образования в них диссипативных структур находятся в центре внимания специалистов по
нелинейной динамике сложных систем взаимодействующих осцилляторов [1, 2]. Установлено, что
в нелинейных ансамблях характерно возникновение кластеров синхронизации, пространственной
перемежаемости, регулярных и хаотических пространственно-временны́х структур. Как правило,
во многих работах исследовались ансамбли идентичных осцилляторов с локальной или глобаль-
ной связью. Недавно были открыты новые типы структур, названные химерами [3–5]. Во многом
их возникновение обусловлено введением нелокальной связи между осцилляторами ансамбля.
В исследованиях химерных состояний рассматриваются три типа связи между осцилляторами
ансамбля: локальный, глобальный и нелокальный. В случае локальной связи каждый элемент
ансамбля связан симметрично с P соседними осцилляторами справа и слева (в одномерном ан-
самбле P = 1). При глобальной связи каждый осциллятор связан со всеми осцилляторами ан-
самбля справа и слева (P = N/2, где N — число осцилляторов ансамбля). При нелокальном типе
связи индивидуальный осциллятор связан с конечным числом P соседних осцилляторов ансамбля
справа и слева (1 < P < N/2). Впервые химерные структуры были обнаружены в одномерном
ансамбле нелокально связанных фазовых осцилляторов [3], затем этот эффект был описан по-
дробнее в работе [4], где и предложен термин «химерные состояния». Химерными структурами на-
зывают кластеры из конечного числа осцилляторов с некогерентной (несинхронной) динамикой,
которые сосуществуют вместе с кластерами с когерентной (синхронной) динамикой. Химерные
пространственно-временны́е структуры характеризуются чёткими границами в ансамбле и явля-
ются достаточно грубыми образованиями, т. е. не исчезают при малых возмущениях параметров
ансамбля и начальных условий.

Химерные структуры в последние годы привлекли внимание многих исследователей. Опуб-
ликовано большое количество статей, в которых представлены численные, теоретические [6–32]
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и экспериментальные [33–38] результаты по изучению химер. Химерные структуры обнаружены
в ансамблях, содержащих различные типы идентичных дискретных и дифференциальных нели-
нейных осцилляторов [11, 12, 17, 29, 39]. Анализ различных пространственно-временны́х струк-
тур, включая химерные состояния, в сложных ансамблях имеет не только фундаментальное, но
и большое практическое значение. Он важен в исследованиях массивов джозефсоновских пере-
ходов [40], больших массивов связанных лазеров [41], нейронных сетей [42], динамики мозга [43],
электросетей [44, 45] и других систем.

В данной работе рассматриваются химерные структуры в ансамблях нелокально связанных
хаотических осцилляторов с дискретным временем. Наши исследования показали, что выбор
ансамблей из относительно простых одномерных и двумерных отображений позволяет изучать
фазовые и амплитудные химерные структуры, которые реализуются и в более сложных ансам-
блях из дифференциальных систем. Однако при этом математическое моделирование динамики
ансамблей во многом упрощается. Работа представляет краткий обзор результатов, полученных
в последние годы на кафедре радиофизики и нелинейной динамики Саратовского университета.

1. БАЗОВЫЕ МОДЕЛИ ДИСКРЕТНЫХ ХАОТИЧЕСКИХ СИСТЕМ
С ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ И НЕГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ АТТРАКТОРАМИ

Детальные исследования пространственно-временных структур в ансамблях нелокально свя-
занных хаотических систем, как дискретных, так и дифференциальных, показали принципиаль-
ную зависимость типа реализуемых структур от вида хаотического аттрактора индивидуальных
осцилляторов в ансамбле. Было установлено, что в ансамблях, составленных из хаотических
осцилляторов с негиперболическим типом хаотических аттракторов, рождаются определённые
пространственно-временны́е структуры, включая химерные. При этом вид и характеристики ре-
ализуемых структур для многих исследованных систем оказываются схожими. В ансамблях, со-
ставленных из осцилляторов с гиперболическим (или, точнее, с квазигиперболическим) аттрак-
тором, реализуются структуры иного типа и, самое главное, в таких ансамблях химерные струк-
туры, как правило, не возникают [27]. Основываясь на опыте многочисленных компьютерных
экспериментов, нами были введены в качестве базовых моделей двумерные отображения Эно
и Лози [17, 46]. Показано, что с их помощью можно описать формирование пространственно-
временны́х структур, включая химерные, в широком классе ансамблей нелокально связанных
осцилляторов. Отображение Эно описывается дискретными уравнениями (1), а отображение Ло-
зи — уравнениями (2):

xn+1 = 1− αx2n + yn, yn+1 = βxn, (1)

xn+1 = 1− α|xn|+ yn, yn+1 = βxn, (2)

где n — дискретное время. Оба отображения являются двумерными и содержат по два управ-
ляющих параметра: α и β. Параметр α управляет нелинейностью, а параметр β характеризует
степень сжатия элемента фазового пространства на плоскости фазовых переменных (x, y).

Система Эно (1) реализует переход к хаосу через каскад бифуркаций удвоения периода в со-
ответствии с универсальностью Фейгенбаума. Рождающийся через удвоения хаотический ат-
трактор является негиперболическим. Он включает теоретически бесконечное число устойчи-
вых и неустойчивых неподвижных точек. Причиной этого являются эффекты гомоклинического
касания устойчивых и неустойчивых сепаратрис седловых точек. Такой тип хаотического аттрак-
тора по терминологии Афраймовича—Шильникова называется квазиаттрактором и характери-
зуется мультистабильностью. Отображение Эно качественно описывает динамику весьма ши-
рокого класса хаотических систем. Так, при условии сильного сжатия (β ≪ 1) мы получаем
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одномерное логистическое отображение. Для спиральных аттракторов в трёхмерных дифферен-
циальных системах отображение Пуанкаре на двумерной секущей оказывается топологически
эквивалентным отображению Эно [47]. Как показали исследования, ансамбли из генераторов
Ресслера, генераторов Анищенко—Астахова, из логистических и кубических отображений реали-
зуют пространственно-временны́е структуры, аналогичные наблюдаемым в ансамбле нелокально
связанных отображений Эно [12, 29].

Отображение Лози (2) демонстрирует жёсткий переход к почти гиперболическому хаотическо-
му аттрактору, который является единственным в фазовом пространстве системы и не включает
устойчивых точек. Мультистабильность в системе Лози исключается. Отображение Лози при
β = 0 переходит в гиперболическое одномерное отображение «палатка», а в секущей Пуанкаре
моделирует динамику дифференциальных трёхмерных систем с гиперболическим аттрактором
типа Лоренца. Таким образом, используя в качестве индивидуальных осцилляторов ансамблей
отображения Эно и Лози, мы получаем возможность описать пространственно-временны́е струк-
туры в достаточно широком классе хаотических систем. Рассмотрим динамические и статисти-
ческие характеристики пространственно-временны́х структур, которые могут быть реализованы
в ансамблях нелокально связанных отображений Эно и Лози.

2. АНСАМБЛЬ НЕЛОКАЛЬНО СВЯЗАННЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ЭНО

Рассмотрим одномерный ансамбль из N нелокально связанных отображений Эно или Лози
c периодическими граничными условиями, т. е. замкнутых в кольцо, описываемый следующими
уравнениями:

xt+1

i = f(xti, y
t
i) +

σ

2P

i+P
∑

j=i−P

[

f(xtj, y
t
j)− f(xti, y

t
i)
]

, yt+1

i = βxti. (3)

Здесь xt и yt — действительные значения фазовых переменных, t — дискретное время, σ —
коэффициент нелокальной связи, P — число соседних элементов ансамбля справа и слева от
элемента с номером i; i = 1, 2, . . . , N — порядковый номер элемента в ансамбле, N = 1000.
Функции f(xi, yi) и f(xj, yj) соответствуют правой части первого уравнения отображения Эно (1)
или Лози (2). Параметры обоих отображений имеют фиксированные значения: α = 1,4; β = 0,3.
Начальные условия для элементов ансамбля выбирались распределёнными случайным образом
в единичном квадрате.

На рис. 1 представлены бифуркационные диаграммы для ансамблей отображений Эно
(рис. 1а) и отображений Лози (рис. 1б ) на плоскости параметров σ и r = P/N (радиус связи). На
рис. 1а области A, C, D и E отвечают областям когерентной динамики ансамбля отображений
Эно, область B характеризует режим пространственно-временно́го хаоса. Градиентное изменение
цвета в области B отражает плавный переход от режима частичной синхронизации (белая область
на рис. 1а) и режима бегущих волн (белая область на рис. 1б ) к пространственно-временно́му
хаосу. В области A когерентному режиму соответствует режим полной хаотической синхрониза-
ции. Если зафиксировать радиус связи на уровне r = 0,16, то для значений коэффициента связи
в интервале 0,20 ≤ σ ≤ 0,35 в ансамбле возникают химерные структуры. Исследования показали,
что реализуются два типичных режима: режимы фазовой и амплитудной химер [29, 39].

На рис. 2а представлены результаты расчётов профиля мгновенных амплитуд для ансамбля
связанных отображений Эно, иллюстрирующего фазовые и амплитудные химеры.

Фазовые химеры представляют собой некогерентные кластеры (области 1 на рис. 2а) и сосу-
ществуют одновременно с двумя некогерентными кластерами амплитудной химеры (области 2 )
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Рис. 1. Бифуркационные диаграммы для ансамблей нелокально связанных отображений Эно (а)
и Лози (б ). Вставки на рисунках показывают мгновенные профили амплитуд: однородный про-
филь (прямая линия) в области полной синхронизации A и профили амплитуд с одним, двумя
и тремя максимумами, реализующиеся с уменьшением радиуса связи r. Внутри областей C, D и E
с уменьшением силы связи σ имеют место бифуркации удвоения периода циклов
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Рис. 2. Панель а: профиль мгновенных значений амплитуд в кольце отображений Эно (3). Фазовые
химеры отмечены цифрой 1, амплитудные — цифрой 2. Панель б : временны́е реализации колебаний
двух соседних осцилляторов из кластера фазовой химеры (синие и красные цвета соответствуют
значениям i = 92 и 93). Параметры связи σ = 0,258, r = 0,16

и несколькими когерентными кластерами (области гладких профилей на рис. 2а). Некогерент-
ность кластеров фазовой химеры проявляется в том, что осцилляторы внутри них характери-
зуются периодическими колебаниями, но имеют нерегулярный вдоль кластера сдвиг по «фазе».
Чаще всего этот сдвиг равен половине периода колебаний (сдвиг по времени на одну итерацию).
Рисунок 2б иллюстрирует сказанное.

Наличие фазового сдвига между осцилляторами внутри кластеров фазовой химеры подтвер-
ждается расчётами нормированного коэффициента взаимной корреляции, который для кластера
фазовой химеры меняется нерегулярно, принимая значения либо +1, либо −1 [20, 48]. Иная кар-
тина имеет место для амплитудной химеры. Осцилляторы кластера амплитудной химеры функ-
ционируют в режиме хаотических колебаний, которые не являются коррелированными. Поэто-
му амплитудная химера в полной мере отвечает некоррелированному (несинхронному) кластеру
в ансамбле. Осцилляторы, входящие в кластер амплитудной химеры, демонстрируют нерегуляр-
ность колебаний во времени, которая проявляется в эффекте перемежаемости между несколь-
кими типами колебаний [28]. Данный эффект представляет собой нерегулярные во времени пе-
реключения между хаотическими колебаниями, отражающими динамику амплитудной химеры,
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и периодическими колебаниями, характерными для режима фазовой химеры. Наши исследова-
ния показали, что процесс перемежаемости наблюдается достаточно долгое, но конечное время,
которое определяет время жизни амплитудной химеры. После завершения данного процесса все
осцилляторы, принадлежащие кластеру амплитудной химеры, переключаются в долгоживущий
режим фазовой химеры [28]. Тот факт, что амплитудная химера характеризуется нерегулярны-
ми переключениями с одного режима на другой (перемежаемостью) и реализуется на конечном
интервале времени, относит этот вид химеры к так называемым переходным химерам [21].

Исследования показали, что с помощью внешнего шумового воздействия можно управлять
временем жизни амплитудной химеры, в частности существенно увеличивать время её жизни [28].

3. АНСАМБЛЬ НЕЛОКАЛЬНО СВЯЗАННЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ЛОЗИ

Рассмотрим динамику ансамбля (3), используя в нём в качестве индивидуального осцилля-
тора отображение Лози. Исследования [27, 46] показали, что в этом ансамбле с изменением ин-
тенсивности нелокальной связи σ также имеет место переход от режима полной хаотической
синхронизации к режиму пространственно-временно́го хаоса. Однако этот переход, во-первых,
осуществляется через режим так называемых уединённых состояний, и, во-вторых, режимы хи-
мерных состояний при этом не наблюдаются. Рассмотрим бифуркационную диаграмму режимов
для кольца Лози, представленную на рис. 1б.

Данная бифуркационная диаграмма качественно напоминает диаграмму для кольца отобра-
жений Эно (см. рис. 1а) по наличию областей когерентности A, C, D и области пространственно-
временно́го хаоса B. Но переход из области хаотической синхронизации A в область B осуществ-
ляется через режим уединённых состояний, а в областях, окрашенных в белый цвет, наблюдаются
режимы бегущих волн, как и в ансамбле нелокально связанных осцилляторов Лоренца [49]. Рас-
смотрим режим уединённых состояний. Если осуществить переход из области A в область B
путём вариации параметра связи, то реализуется картина, представленная на рис. 3. При σ =
= 0,226 в мгновенном профиле появляется резкий выброс амплитуды для одного осциллятора (см.
рис. 3а). Дальнейшее уменьшение параметра связи ведёт к увеличению числа осцилляторов в ре-
жиме выбросов амплитуды (см. рис. 3б и в) и завершается переходом в режим пространственно-
временно́го хаоса. Важно отметить, что химерные структуры при этом переходе не реализуются.
Механизм рождения режима уединённых состояний обусловлен изменением свойств индивиду-
альных осцилляторов ансамбля под действием сигналов от соседних осцилляторов за счёт нело-
кальной связи. Как показали наши исследования, динамика индивидуального осциллятора Лози
в ансамбле под действием P соседних слева и справа осцилляторов существенно видоизменя-
ется. Система Лози под внешним воздействием теряет свойство гиперболичности и становится
бистабильной. Скачки амплитуд на рис. 3 как раз отвечают «перескоку» фазовых траекторий

xi

i i i

0,0

0,4

0,8

1 1 1250 250 250500 500 500750 750 750

б) в)а)

Рис. 3. Режимы уединённых состояний в кольце связанных отображений Лози при r = 0,2 при
уменьшении параметра связи σ: σ = 0,226 (а), 0,225 (б ) и 0,223 (в). В случае а появляется один
выброс амплитуды, далее два (б ) и более (в)
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Рис. 4. Аттракторы системы (4) для различных значений силы связи σ: σ = 0,226 (а) и 0,200 (б ).
Светло-серым цветом выделены бассейны притяжения аттракторов уединённых состояний, рассчи-
танные для выбранного осциллятора ансамбля

на второй аттрактор за счёт случайных начальных условий. С уменьшением коэффициента свя-
зи σ область притяжения второго аттрактора увеличивается. Следствием является рост числа
уединённых состояний, который отражает рис. 3.

Остановимся на этом вопросе детальнее. Путём простых преобразований уравнения кольца (3)
можно привести к следующему виду:

xt+1

i = (1− σ)f(xti, y
t
i) +

σ

2P

i+P
∑

j=i−P

f(xtj, y
t
j), yt+1

i = βxti. (4)

Из полученной системы (4) следует, что влияние нелокальной связи приводит к тому, что ко-
эффициент связи меняет вид индивидуального осциллятора: появляется множитель (1−σ) перед
уравнением осциллятора (первое слагаемое в (4)), и этот осциллятор работает в неавтономном
режиме, испытывая воздействие соседних P осцилляторов (второе слагаемое) за счёт нелокаль-
ной связи. В результате этих изменений индивидуальные осцилляторы в ансамбле приобретают
принципиально иные свойства. Специальные исследования для кольца отображений Лози пока-
зали, что за счёт воздействия (4) индивидуальные осцилляторы в ансамбле приобретают свойства
бистабильности: рядом с аттрактором Лози появляется другой аттрактор, причём область притя-
жения нового аттрактора достаточно мала и увеличивается с уменьшением коэффициента связи.
Результаты расчётов представлены на рис. 4.

В силу случайного характера задания начальных условий один из осцилляторов ансамбля
попадает в узкий бассейн притяжения (см. рис. 4а) и переходит в режим уединённого состояния.
С уменьшением коэффициента связи бассейны притяжения увеличиваются (см. рис. 4б ) и всё
большее число осцилляторов переходит в режим уединённых состояний. Число таких осцилля-
торов с уменьшением коэффициента связи растёт по линейному закону и при стремлении его
значения к нулю становится практически равным N . В предельном случае σ = 0, как следует из
уравнения (4), система будет состоять из изолированных осцилляторов Лози, каждый из кото-
рых обладает только исходным аттрактором. Новый аттрактор, отвечающий режиму уединённых
состояний, исчезает, и ансамбль переходит в режим пространственно-временно́го хаоса.
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4. ХИМЕРА УЕДИНЁННЫХ СОСТОЯНИЙ В СВЯЗАННЫХ АНСАМБЛЯХ
ОТОБРАЖЕНИЙ ЭНО И ЛОЗИ

Рассмотрим систему двух взаимосвязанных ансамблей с нелокальной связью, состоящую из
одномерных колец осцилляторов Эно и Лози. Уравнения ансамблей запишем в виде

xt+1

i = f(xti, y
t
i) +

σ1
2P

j+P
∑

j=i−P

[f(xtj, y
t
j)− f(xti, y

t
i)] + γF t

i , yt+1

i = βxti, (5а)

ut+1

i = g(uti, v
t
i) +

σ2
2R

j+R
∑

j=i−R

[g(utj , v
t
j)− g(uti, v

t
i)]− γF t

i , vt+1

i = βuti, (5б)

где i = 1, 2, . . . , N ; N = 1000. Система уравнений в (5а) описывает кольцо нелокально связанных
отображений Эно (f(x, y) = 1−αx2+ y), система (5б) — кольцо нелокально связанных отображе-
ний Лози (g(u, v) = 1−α |u|+v). Два кольца связаны через функцию связи F , которая в случаях
диссипативной и инерционной связей между кольцами имеет соответственно вид

F t
i = g(uti, v

t
i)− f(xti, y

t
i), F t

i = uti − xti. (6)

Коэффициент γ характеризует силу симметричной связи между i-ми осцилляторами колец Эно
и Лози.

В результате численных исследований установлено, что в рассматриваемой системе (5а) и (5б)
при вариации параметров могут быть реализованы все пространственно-временны́е структуры,
которые к настоящему времени найдены в индивидуальных (не связанных) ансамблях Эно и Ло-
зи. Так, например, при вариации параметра симметричной связи γ в кольце Лози можно реали-
зовать режимы фазовой и амплитудной химер, а в кольце Эно — режимы уединённых состояний
и режимы бегущих волн в пространстве ансамбля. Кроме указанных структур, в системе (5а)
и (5б) как при диссипативном, так и инерционном типах связи можно реализовать новый тип
химерных состояний, названный нами химера уединённых состояний (УС-химера) и представ-
ляющий собой химерную структуру, включающую уединённые состояния [50]. Новая структура
возникает в ансамбле осцилляторов Эно при малом коэффициенте связи γ, и её вид представлен
на рис. 5.

Некогерентный кластер УС-химеры включает группу осцилляторов (300 < i < 500 на рис. 5)
в режиме уединённых состояний, которые, в отличие от фазовой химеры, функционируют в хао-
тическом режиме. Новая структура нечувствительна к малым изменениям начальных условий и
реализуется в конечной области изменения управляющих параметров системы (5а) и (5б). Иссле-
дования свойств амплитудной химеры в системе связанных ансамблей (5а) и (5б) показали полное
соответствие её свойств характеристикам амплитудной химеры, описанные выше для одиночного
кольца отображений Эно. Амплитудная химера также характеризуется нестационарностью коле-
баний во времени для всех осцилляторов кластера и, как правило, конечностью времени жизни.
Однако в системе двух связанных колец временем жизни амплитудной химеры в широких пре-
делах можно управлять путём вариации коэффициента связи γ. Зависимость времени жизни от
параметра связи γ при этом оказывается принципиально нелинейной.

5. ВНЕШНЯЯ И ВЗАИМНАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ ХИМЕРНЫХ СТРУКТУР

Эффекты синхронизации химерных структур исследовались нами на примерах систем свя-
занных ансамблей, составленных из различных осцилляторов с хаотической динамикой [50, 51].
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Рис. 5. Мгновенный профиль динамики ансамбля отображений Эно в связанной системе (5а) и (5б),
иллюстрирующий сосуществование УС-химеры и амплитудной химеры при малой силе связи γ =
= 0,005

С целью наглядности рассмотрим пример синхронизации химерных структур в системе двух наи-
более простых связанных ансамблей из колец логистических отображений с нелокальной связью
с введением расстройки по параметрам. Уравнения системы имеют вид

xt+1

i = f t
i +

σ1
2P

i+P
∑

j=i−P

(

f t
j − f t

i

)

+ γ2 1F
t
i , yt+1

i = gti +
σ2
2R

i+R
∑

j=i−R

(

gtj − gti
)

− γ1 2F
t
i ,

f t
i = α1x

t
i (1− xti), gti = α2y

t
i(1− yti). (7)

Здесь α1 и α2 — параметры нелинейности логистических отображений, σ1 и σ2 — коэффициенты
нелокальной связи, P = R = 320, N = 1000, F t

i = gti − f t
i — функция диссипативной связи между

кольцами, γ2 1 и γ1 2 — коэффициенты связи между кольцами. В случае внешней синхронизации
γ2 1 = 0, γ1 2 = γ, а для режима взаимной синхронизации γ2 1 = γ1 2 = γ.

Установим параметры первого и второго колец так, чтобы в них в отсутствие связи реализовы-
вались различные пространственно-временны́е структуры. Зафиксируем параметры, одинаковые
для первого и второго кольца (R = P = 320 и N = 1000), и выберем значения α1 = 3,7; σ1 = 0,23
и α2 = 3,85; σ2 = 0,15. При этом в отсутствие связи между кольцами в первом кольце реализуется
режим фазовой и амплитудной химер, а во втором при указанных выше параметрах в отсутствие
связи устанавливается режим, близкий к пространственно-временно́му хаосу. Выбор конкретных
значений параметров, указанных выше, не является принципиальным. Главное требование, необ-
ходимое для исследования эффекта синхронизации, состоит в том, чтобы выбранные значения
параметров обеспечивали различия в пространственно-временны́х структурах колец в отсутствие
связи.

Будем теперь наблюдать за эволюцией структур во втором кольце при введении однонаправ-
ленной связи. Расчёты показали, что с введением связи и ростом величины γ пространствен-
ные структуры во втором кольце видоизменяются, постепенно приближаясь к виду первона-
чальной структуры управляющего кольца. При достижении величины коэффициента связи γ =
= 0,40 и более структура в управляемом кольце становится идентичной по виду со структурой
в управляющем кольце. Рисунок 6 иллюстрирует сказанное. Отметим, что на данных рисунках
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Рис. 6. Пространственно-временны́е профили амплитуд yt
i
во втором кольце для режима отсутствия

(γ = 0,15; а) и наличия (γ = 0,45; б ) эффекта внешней синхронизации

динамика элементов связанных колец иллюстрируется с помощью пространственно-временны́х
профилей, которые представляют собой набор 100 последних мгновенных профилей состояний
ансамблей [29].

Для констатации эффекта синхронизации химерных структур результатов, представленных
на рис. 6, строго говоря, недостаточно. Необходимо количественно обосновать идентичность син-
хронных структур и показать существование конечной области синхронизации в пространстве
параметров системы. Одной из возможных количественных характеристик синхронной динами-
ки двух осцилляторов может служить коэффициент взаимной корреляции

Ri =
〈x̃i(t) ỹi(t)〉

√

〈x̃2i (t)〉 〈ỹ
2
i (t)〉

, (8)

где x̃i(t) = xi(t)−〈xi(t)〉, ỹi(t) = yi(t)−〈yi(t)〉, xi и yi — амплитуды колебаний в первом и втором
связанных ансамблях, угловые скобки означают усреднение по времени, i = 1, 2, . . . , N — номера
соответствующих элементов взаимодействующих ансамблей. Синхронной динамике осциллято-
ров будет отвечать равенство Ri = 1,0, а при отсутствии синхронизации коэффициент Ri будет
меньше единицы. Проведённые расчёты показали, что структура, показанная рис. 6б, действи-
тельно является идентичной, а значит, синхронной первоначальной структуре, которая наблю-

В. С. Анищенко, Г.И. Стрелкова 747



2018 Известия вузов. Радиофизика Том LXI, № 8–9

дается в управляющем кольце в отсутствие связи между кольцами. В этом случае коэффициент
взаимной корреляции Ri > 0,99 и это условие выполняется в конечной области изменения управ-
ляющих параметров. Таким образом, можно говорить, что при однонаправленной связи химер-
ная структура первого (управляющего) кольца синхронизует структуру во втором (управляемом)
кольце и реализуется эффект внешней синхронизации химерных структур.

Более показательным является эксперимент,

0 33,
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Рис. 7. Область внешней синхронизации про-
странственно-временны́х структур в системе (7)
на плоскости параметров (α1, γ) при α2 = 3,85;
σ1 = 0,23, σ2 = 0,15. В заштрихованной области
A коэффициент взаимной корреляции колебаний
осцилляторов xt

i
и yt

i
равен Ri > 0,99

результаты которого представлены на рис. 7. За-
фиксируем α2 = 3,85 в управляемом кольце
и построим область синхронизации на плоскости
двух параметров: коэффициента связи γ и па-
раметра нелинейности управляющего кольца α1.
Вариации параметра α1 вызовут изменение вида
пространственно-временны́х структур в управля-
ющем кольце. Как показали расчёты, структу-
ры в управляющем кольце, которые реализуют-
ся при вариации параметра α1, синхронизуют по-
добные же структуры в управляемом кольце при
увеличении коэффициента связи γ. Далее, изме-
няя коэффициент связи, проведём расчёты ко-
эффициента взаимной корреляции Ri и постро-
им область синхронизации, представленную на
рис. 7. В заштрихованной области A коэффици-
ент Ri > 0,99. Это означает, что в области A
реализуются структуры, полностью синхронные
структурам в управляющем кольце. При этом

необходимо отметить, что при вариации параметров α1 и γ внутри области A на рис. 7 будут
наблюдаться различные структуры в силу изменения параметра α1 в управляющем кольце. Од-
нако всюду в области A структуры в первом и втором кольцах будут идентичны и синхронны.

С целью исследования взаимной синхронизации химерных структур введём в уравнения свя-
занных колец (7) симметричную двустороннюю связь, положив γ1 2 = γ2 1 = γ. Вводя небольшую
расстройку по параметрам α1 и α2 в ансамблях логистических отображений, получим в отсут-
ствие связи отличающиеся химерные структуры в первом и втором кольцах (см. рис. 8a). С введе-
нием связи, как следует из расчётов, структуры начинают сближаться и при значениях γ > 0,07
они синхронизуются (см. рис. 8б и в).

Расчёты коэффициента взаимной корреляции показали, что в режиме синхронизации Ri >
> 0,99 и это условие выполняется в конечной области изменения коэффициента связи. Таким
образом, можно говорить о реализации эффекта взаимной синхронизации химерных структур
в связанных ансамблях (7). Отметим, что синхронные структуры не совпадают с видом структур
в первом и втором ансамблях при отсутствии связи, что хорошо видно из рис. 8.

Описанный эффект синхронизации качественно можно сравнить с классическим эффектом
синхронизации периодических автоколебаний. Действительно, при внешней и взаимной синхро-
низации предельного цикла в качестве простейшей структуры можно рассматривать спектраль-
ную линию колебаний на частоте ω. Тогда при внешней синхронизации поведение внешнего
(управляющего) генератора будет характеризоваться спектральной линией на частоте ω1, а струк-
тура управляемого генератора — спектральной линией на частоте ω0. В области синхронизации
реализуется эффект захвата частоты, при котором эти частоты совпадают. В случае взаимной
синхронизации генераторов с близкими частотами ω1 и ω0 наблюдается аналогичное явление
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Рис. 8. Эффект взаимной синхронизации химерных структур в симметрично связанных ансам-
блях xt

i
(левый столбец) и yt

i
(правый столбец) для различных значений параметра связи γ: γ =

= 0,000 (а), 0,025 (б ), 0,075 (в) при α1 = 3,70, α2 = 3,85, σ1 = σ2 = 0,28

с той лишь разницей, что в области синхронизации могут устанавливаться либо частота ω1, ли-
бо ω0, либо некоторое промежуточное значение частоты ω1 < ω < ω0. Как следует из результатов,
представленных в разделе 4, в случае взаимодействия двух ансамблей из нелинейных осцилля-
торов реализуется качественно сходная картина. При внешней синхронизации пространственно-
временна́я структура управляющего ансамбля «захватывает» структуру управляемого ансамбля
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и идентичность синхронных структур сохраняется в области синхронизации. При взаимной син-
хронизации осуществляется взаимозахват структур в связанных ансамблях. При этом синхро-
низованные структуры отличаются от исходных структур в ансамблях в отсутствие связи (см.
рис. 8), что наблюдается и при взаимной синхронизации связанных периодических генераторов.

В пользу возможности сравнения эффекта синхронизации пространственно-временны́х струк-
тур с классическим эффектом синхронизации предельного цикла говорят и результаты, представ-
ленные на рис. 7. Область внешней синхронизации на рис. 7 качественно напоминает область
внешней синхронизации предельного цикла на плоскости амплитуда внешнего воздействия—
расстройка частот. В случае взаимосвязанных ансамблей роль амплитуды воздействия играет
коэффициент связи γ, а роль расстройки частот — параметр α1 при фиксированном парамет-
ре α2. В отличие от синхронизации предельного цикла, в случае синхронизации ансамблей име-
ет место порог синхронизации по параметру связи γ (см. рис. 7). Наличие порога обусловлено
неидентичностью взаимодействующих ансамблей, а его уровень зависит от радиуса нелокальной
связи (чисел R и P в выражении (7)).

Проведённое сопоставление позволяет рассматривать результаты по синхронизации химер-
ных состояний как обобщение представлений классической теории синхронизации периодических
автоколебаний на случай синхронизации пространственно-временны́х структур в системах свя-
занных ансамблей нелинейных осцилляторов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной работе установлено, что отображения Эно и Лози могут служить базовы-
ми моделями для описания динамических свойств одномерных ансамблей хаотических систем
с нелокальной связью. Приведены результаты анализа динамики ансамблей, составленных из
отображений Эно и Лози. Показано, что в ансамблях Эно в режиме негиперболического хаоса
реализуются фазовые и амплитудные химерные состояния [29, 39]. Кратко описаны структура,
свойства и корреляционные характеристики фазовых и амплитудных химер. В работе [28] было
показано, что амплитудная химера в одиночном ансамбле характеризуется конечным временем
жизни, которым можно управлять с помощью шумового воздействия. В ансамблях из отображе-
ний Лози реализуются режимы бегущих волн и режимы уединённых состояний, но не возника-
ют режимы химерных состояний [27, 46]. Обсуждается механизм рождения режима уединённых
состояний, обусловленный бистабильной динамикой элементов ансамбля за счёт влияния нело-
кальной связи.

Приведённые результаты полностью соответствуют имеющимся в литературе данным. Так,
в одномерных ансамблях из нелокально связанных генераторов Ресслера, генераторов Анищен-
ко—Астахова, логистических и кубических отображений реализуются все аналогичные возника-
ющим в ансамбле Эно пространственно-временны́е структуры [12, 29]. Результаты исследований
динамики одномерного ансамбля из нелокально связанных осцилляторов Лоренца в режиме по-
чти гиперболического хаоса [17] также полностью соответствуют результатам, описанным нами
для ансамбля осцилляторов Лози. Таким образом, базовые модели хаотических осцилляторов
Эно и Лози действительно позволяют анализировать широкий класс ансамблей из нелокально
связанных хаотических осцилляторов.

В работе также рассмотрен случай двух взаимосвязанных одномерных ансамблей, составлен-
ных из нелокально связанных хаотических отображений разного типа. При этом описан новый
тип химерной структуры (химера уединённых состояний), которая включает в качестве некоге-
рентного кластера конечное число осцилляторов в режиме уединённых состояний.

В разделе 5 рассмотрены эффекты внешней и взаимной синхронизации химерных структур
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на примере двух связанных ансамблей логистических отображений. Проведено сопоставление
и показана аналогия полученных результатов с выводами классической теории синхронизации
периодических автоколебаний.

Работа выполнена при поддержке Немецкого физического общества (проект SFB 910) и Ми-
нистерства образования и науки РФ в рамках государственного задания (проект 3.8616.2017/8.9).
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39. Богомолов С.А., Стрелкова Г.И., Schöll E., Анищенко В.С. // Письма в ЖТФ. 2016. Т. 42.

С. 103.
40. Watanabe S., Strogatz S.H., van der Zant H. S. J., Orlando T.P. // Phys. Rev. Lett. 1995. V. 74.

P. 379.
41. Li R.D., Erneux T. // Phys. Rev. A. 1993. V. 49. P. 1 301.
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CHIMERA STRUCTURES IN THE ENSEMBLES OF NONLOCALLY COUPLED
CHAOTIC OSCILLATORS

V. S.Anishchenko and G. I. Strelkova

We study the structure and properties of the chimera states in the ensembles of chaotic oscillators
with nonlocal coupling. It is shown that the phase and amplitude chimera states in the ensembles of
chaotic oscillators with nonhyperbolic and hyperbolic attractors can be obtained using the models in
the forms of the two-dimensional Henon and Lozi maps. The mechanisms of birth, the structure, and
the lifetime of the phase and amplitude chimeras and the regime of the solitary states are studied. The
chimera states in two coupled ensembles of chaotic maps are considered. The possibility of realizing a
new type of the chimera structure, i.e., the chimera consisting of the solitary states is demonstrated.
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The effects of the external and mutual synchronizations of the chimera states are described by an
example of two coupled ensembles of nonlocally coupled logistic maps. A qualitative analogy of the
obtained results with the classical effect of synchronization of periodic self-sustained oscillations is
discussed.
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