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ЭФФЕКТЫ ОБРАТНОГО РАССЕЯНИЯ В СРЕДАХ С СИЛЬНО
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Рассмотрены слабая локализация и гало обратного рассеяния в средах с сильно вытянутыми ин-

дикатрисами рассеяния. Ранее известная теория обобщена для случая неравномерного сечения об-

ратного рассеяния в задней полусфере. Получены асимптотические выражения для интенсивности

обратного рассеяния в малоугловом диффузионном приближении.

ВВЕ ДЕ НИ Е

Когерентное усиление обратного рассеяния (слабая локализация) является одним из основ-
ных когерентных волновых эффектов, характерных для случайных сред самой различной при-
роды [1–4]. В средах, состоящих из частиц, не малых по сравнению с длиной волны, обычно
преобладает рассеяние на небольшие углы. Слабая локализация в таких средах имеет специ-
фические особенности, проявляющиеся в периферических областях (крыльях) пика обратного
рассеяния [5–7].

Другим эффектом обратного рассеяния, характерным для сред с сильно вытянутыми вперёд
индикатрисами рассеяния, является так называемое гало обратного рассеяния [8]. Динамиче-
ское гало обратного рассеяния регистрировалось в экспериментах по лидарному зондированию
тонких облачных слоёв [9]. В геометрически и оптически толстых средах этот эффект до сих
пор экспериментально не наблюдался, однако в ряде работ [10–13] теоретически предсказано его
проявление при более или менее определённых условиях.

Мотивацией к данному исследованию является достижение более глубокого понимания фор-
мирования различных частей пика когерентного обратного рассеяния. Для этого анализируются
и обобщаются асимптотические закономерности слабой локализации и гало обратного рассеяния,
установленные ранее.

1. КОГЕРЕНТНОЕ ОБРАТНОЕ РАССЕЯНИЕ В СЛУЧАЙНЫХ СРЕДАХ

Эффект когерентного усиления обратного рассеяния (слабой локализации) в случайных сре-
дах впервые был теоретически предсказан в работах [1, 2]. В дальнейшем, в работе [4], была
предложена теория этого эффекта, применимая к средам с сильно вытянутыми индикатрисами
в транспортном приближении.

Систематическое исследование слабой локализации в таких средах было проведено Д.Б. Ро-
гозкиным. В работе [5] им было показано, что периферийные области (так называемые крылья)
пика обратного рассеяния сформированы квазиоднократно обратно рассеянной компонентой из-
лучения [3, 14, 15]. В работах [5–7] были получены различные асимптотические выражения для
когерентно обратно рассеянного излучения при различных индикатрис рассеяния. В работе [16]
некоторые из этих приближённых решений проверены непосредственным численным расчётом.
В работе [17] аналогичные приближённые решения получены для сред с систематическим гради-
ентом коэффициента преломления.
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Рис. 1. Сведение задачи о слабой локализации к эквивалентной задаче теории переноса излучения.
Эквивалентность циклической (а) и лестничной (б ) диаграмм рассеяния

В приближении Тверского задача о слабой локализации может быть сведена к задаче для
уравнения переноса излучения с точечным мононаправленным источником (см. рис. 1). Без учё-
та поляризации излучения в силу принципа взаимности амплитуды рассеянного излучения, про-
шедшего по встречным траекториям циклической диаграммы (см. рис. 1а), равны друг другу.
Таким образом, интенсивности рассеяния для циклической и лестничной диаграмм оказываются
равны друг другу с точностью до фазового множителя, зависящего лишь от фазового угла рассе-
яния. Тем самым расчёт циклических диаграмм рассеяния сводится к расчёту эквивалентных им
лестничных диаграмм, что в ряде случаев оказывается значительно проще на практике. В рабо-
те [18] получены аналогичные соотношения между циклическими и лестничными диаграммами
рассеяния с учётом поляризации излучения.

Этот приближённый подход широко распространён и неоднократно обсуждался во многих ра-
ботах (см., например, [4, 16] и цитированную там литературу). Полученное в его рамках асимп-
тотическое выражение для интенсивности когерентно рассеянной компоненты в крыльях пика
обратного рассеяния [5–7, 19] является отправной точкой данного исследования. В наших обо-
значениях это выражение записывается в виде

Jс = I0

∫

G(r0,n0, r
′,n′)

∂σ(n′, n′′)

∂Ω
G(r′,n′′, r,n) exp(ikn⊥r) d

2r d3r′ d2n′⊥ d2n′′⊥, (1)

где I0 — интенсивность падающего излучения, r′ = r
′′ = (x′, y′, z′) — координаты точки сильного

(обратного) рассеяния, r′
⊥

= (x′, y′, 0) — тангенциальная компонента соответствующего радиус-
вектора, σ – сечение рассеяния единицы объёма среды (объёмный коэффициент рассеяния),
∂σ(n′, n′′)/∂Ω — дифференциальное сечение рассеяния единицы объёма среды, r0 = (x0, y0, 0)
и n0 = (n0x, n0y, n0z) = (0, 0, 1) — координаты и направление входа излучения в среду через гра-
ничную поверхность среды соответственно, r = (x, y, 0) — координаты точки выхода излучения
через поверхность среды, n = (nx, ny, nz) ≈ (θ cosφ, θ sinφ,−1) — направление регистрации рассе-
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янного излучения, θ – малый фазовый угол (угол между направлениями наблюдения и обратного
рассеяния), n′ = (n′x, n

′
y, n

′
z) — направление падения излучения на рассеивающий объём при одно-

кратном обратном (сильном) рассеянии, n′′ = (n′′x, n
′′
y, n

′′
z) — направление однократного обратного

рассеяния, n′

⊥
= (n′x, n

′
y, 0) и n

′′

⊥
= (n′′x, n

′′
y, 0) — тангенциальные компоненты единичных векто-

ров n
′ и n

′′ соответственно, n⊥ = (nx, ny, 0), k — волновое число в вакууме, G(r0,n0, r
′,n′) —

функция Грина многократного малоуглового рассеяния (см. рис. 2). Здесь и далее полное (σ) и
дифференциальное (∂σ/∂Ω) сечения рассеяния и относятся к единице объёма среды.

Используя приближённые аналитические вы-
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Рис. 2. Схематическая диаграмма квазиоднократ-
ного обратного рассеяния (1)
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Рис. 3. Нормированные индикатрисы рассеяния
латексных частиц (m = 1,59) в воде (m = 1,33)
в зависимости от угла рассеяния θs и размерного
параметра частиц ka

ражения для функции Грина G(r0,n0, r
′,n′), мож-

но оценить интенсивность излучения в крыльях
пика когерентного обратного рассеяния. В цити-
рованных выше работах использовались асимп-
тотические решения уравнения переноса излуче-
ния, найденные методом характеристик в мало-
угловом приближении [20], и интенсивность об-
ратного рассеяния оценивалась для постоянно-
го дифференциального сечения обратного рассе-
яния

∂σ(n′,n′′)/∂Ω ≈ ∂σ(n′,−n
′)/∂Ω ≡ σb = const.

Однако в формуле (1) для интенсивности обрат-
ного рассеяния учтена зависимость дифферен-
циального сечения обратного рассеяния от угла
рассеяния. При этом в реальных средах прибли-
жение σb = const не всегда справедливо. В ка-
честве примера неоднородного сечения обратно-
го рассеяния σb на рис. 3 показаны индикатрисы
рассеяния сферических латексных частиц (пока-
затель преломления m = 1,59) в воде (m = 1,33).
В работах [6, 7] из эвристических соображений за
эффективное значение σb принималось диффе-
ренциальное сечение обратного рассеяния, усред-
нённое по углам рассеяния θs в области π − θs ≤
≤ λ/a, где λ и a — длина волны и типичный раз-
мер рассеивателя соответственно.

Целью данной работы является расчёт ин-
тенсивности обратно рассеянного излучения при
рассмотрении эффектов слабой локализации и
гало обратного рассеяния с учётом неоднородно-
сти дифференциального сечения обратного рас-
сеяния при малых фазовых углах и, в частности, уточнение формул усреднения для эффектив-
ного сечения σb.

Одним из наиболее известных приближённых выражений для функции Грина уравнения пе-
реноса излучения с точечным мононаправленным источником в малоугловом приближении явля-
ется распределение Ферми—Эйджеса, полученное в диффузионном приближении для интеграла
рассеяния [21–24]. Это распределение является распределением Гаусса по многим координатам и
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углам. Некоторые другие решения уравнения переноса излучения в малоугловом приближении
также были сведены к гауссовым распределениям [25–27].

Функция Грина уравнения переноса излучения при многократном малоугловом рассеянии
G(r0,n0, r

′,n′) для консервативной среды в форме распределения Ферми—Эйджеса записывается
в виде [21]

G(r,n, r′,n′) =
1

π2D2 (|z − z′|) ×

×exp

[

− (n′

⊥
− n⊥)

2A3 − 2 (n′

⊥
− n⊥) (r

′

⊥
− r⊥ − |z − z′|n⊥)A2 + (r′

⊥
− r⊥ − n⊥|z − z′|)2A1

D2(|z − z′|)

]

, (2)

D2(z) = A3(z)A1(z)−A2

2(z), (3)

Ai(z) =

z
∫

0

(z − ζ)i−1σ 〈θ2s 〉dζ, i = 1, 2, 3. (4)

В этой работе всюду будем считать рассеивающую среду однородной: σ(r′) = const. Следуя рабо-
там [7, 28, 29], будем также полагать, что в малоугловом приближении средний квадрат 〈θ2s 〉 угла
рассеяния ограничен. Для этого требуется, чтобы дифференциальное сечение рассеяния убывало
с ростом угла рассеяния быстрее его четвёртой степени:

∂σ(n′,n′′)/∂Ω = o(θ−4

s ), (5)

где cos θs = n
′ · n′′. Введём фазовый угол однократного рассеяния ψ по формуле cosψ = −n′ · n′′.

Подынтегральное выражение в (1) на самом деле является распределением Гаусса по всем пере-
менным интегрирования, кроме глубины (однократного) обратного рассеяния z′ и фазового угла
однократного рассеяния ψ. Интеграл от распределения Гаусса по всему пространству переменных
интегрирования выражается с помощью известной формулы

∫

exp(−Ai jxixj +Bixi) d
nx =

√

πn

detAi j
exp

(

BТA−1

i j B

4

)

, (6)

где A и B — матрица и вектор коэффициентов квадратичной и линейной форм в показателе
экспоненты соответственно, индекс Т означает транспонирование, detAi j — определитель мат-
рицы A. Применим формулу (6) к интегрированию выражения (1) по всем переменным, кроме z′

и ψ. Для изотропного по азимуту обратного рассеяния σb(n
′, n′′) = σb(|ψ|) это приводит к выра-

жению

Jс(θ) =
I0

14πσ

∫

σb(Ψ) exp

[

− 1

24
Q2ξ3 +

1

2
iQΨcos(φ)ξ − 13Ψ2

14ξ

]

dξ

ξ
ΨdΨdφ =

=
I0
7σ

∫

σb(Ψ) exp

(

− 1

24
Q2ξ3 − 13Ψ2

14ξ

)

J0

( QξΨ

2

) dξ

ξ
ΨdΨ, (7)

где введены безразмерные нормированные переменные Ψ = |ψ|/
√

〈θ2s 〉, ξ = z′/l, Q = kθl
√

〈θ2s 〉,
σb(Ψ) = ∂σ(Ψ)/∂Ω, l = 1/σ — длина свободного пробега в рассеивающей среде, J0(QξΨ/2) —
функция Бесселя I-го рода 0-го порядка.

В частности, считая в формуле (1) сечение обратного рассеяния постоянным (σb(n
′, n′′) =
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= const), применим формулу (6) для интегриро-
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Рис. 4. Весовые функции для сечения обратно-
го рассеяния в эффекте слабой локализации.
Сплошная, пунктирная и штриховая кривые со-
ответствуют значениям Q = 1; 2 и 4

вания по всем переменным, кроме глубины z, и
получим известный результат [8]

Jс(q) =
I0σb
13σ

∫

exp

(

− 17

156
Q2ξ3

)

dξ =

= I0
3 3

√

3/34 σb Γ(7/3)

2 · 132/3Q2/3σ
= 0,1438I0

σb
σ
Q−2/3, (8)

где Γ(p) — гамма-функция, q = kθ.

Графики весовых функций для σb(|ψ|) в инте-
грале (7) показаны на рис. 4. Эти функции значи-
тельно отличны от нуля при Ψ ≤ 1, что в основном
согласуется с эвристической оценкой существен-
ной области углов рассеяния [6, 7].
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Рис. 5. Распределение актинического потока из-
лучения Φ узкого пучка в рассеивающей среде в
плоскости оси пучка (гауссова индикатриса рас-
сеяния g ≈ 0,975). Расчёт проводился путём ста-
тистического моделирования. Гало обратного рас-
сеяния проявляется в виде кольцевого максимума
на расстоянии порядка транспортной длины r ≈
≈ ltr от оси пучка. Штриховая кривая показывает
типичную траекторию рассеянных фотонов, фор-
мирующих гало. Чёрный цвет отвечает нулевому
значению, белый — максимальному (в логариф-
мическом масштабе). Величины r и z измеряются
в безразмерных единицах оптической толщины

Рис. 6. Распределение актинического потока из-
лучения Φ узкого пучка в рассеивающей среде
в плоскости оси пучка. Расчёт проводился пу-
тём статистического моделирования. (индикатри-
са Хеньи—Гринстейна). Эффект гало обратного
рассеяния отсутствует. Чёрный цвет отвечает ну-
левому значению, белый — максимальному (в ло-
гарифмическом масштабе). Величины r и z изме-
ряются в безразмерных единицах оптической тол-
щины
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2. ГАЛО ОБРАТНОГО РАССЕЯНИЯ В СЛУЧАЙНЫХ СРЕДАХ

Так называемое гало обратного рассеяния, возникающее в результате многих последователь-
ных рассеяний на малые углы (см. рис. 5 и 6), многократно обсуждалось ранее в работах [8, 10–13].
Количественный критерий проявления этого эффекта для постоянного сечения обратного рас-
сеяния σb = const был получен в работе [8]. Здесь будут проведены оценки харектеристик гало
обратного рассеяния для неравномерного сечения рассеяния в задней полусфере углов.

Пусть коллимированный пучок излучения с гауссовым распределением интенсивности по его
поперечному сечению I(r0,n0) = I0δ(n0 − ẑ) exp[−r2

0
/(2ρ2)], где δ(n0 − ẑ) — дельта-функция, ẑ —

орт оси z, ρ — эффективный радиус сечения светового пучка, падает на плоскую поверхность
границы полубесконечной рассеивающей среды. Интенсивность обратного рассеянного излучения
вдоль оси пучка даётся формулой

J(0,−ẑ) = I0

∫

exp

(

− r2
0

2ρ2
0

)

G(r0,n0, r
′,n′)

∂σ(n′, n′′)

∂Ω
G(r′,n′′,0,−ẑ) d2r0 d

3
r
′ d2n′

⊥
d2n′′

⊥
. (9)

Применяя (6) к интегрированию по всем переменным, кроме z′ и фазового угла ψ, получим
выражение для интенсивности обратного рассеяния:

J(0,−ẑ) = I0

∫

12ρ0
2σb(Ψ)

7 3

√

〈θ2s 〉 ξ(ξ3 + 12ρ02)σ
exp

(

− 17ξ3 + 78ρ0
2

7ξ4 + 84ρ02ξ
Ψ2

)

ΨdΨdξ, (10)

где Ψ = ψ/ 3

√

〈θ2s 〉, ξ = z′ 3

√

〈θ2s 〉 /l — безразмерные переменные интегрирования, ρ0 = ρ/l —
нормированный радиус (полуширина) поперечного сечения падающего пучка. Сравнивая интен-
сивность обратного рассеяния на оси пучка (10) с интенсивностью обратного рассеяния на его
периферии [8],

J(ltr,−ẑ) = 2πρ2I0
3

4πl2
tr

(

1− 1√
1 + α2

)

, (11)

где α ≈ 3,4, ltr = l/(1 − g) — транспортная длина, g = 〈cos θs〉 — параметр асимметрии рас-
сеяния (средний косинус угла рассеяния) [30], получаем обобщённый количественный критерий
проявления эффекта гало обратного рассеяния при неравномерном сечении обратного рассеяния
(σb 6= const):

J(0,−ẑ) ≤ J(ltr,−ẑ). (12)

Весовые функции для σb(|ψ|) в интеграле (10) показаны на рис. 7. Обратим внимание, что закон
подобия отличен от закона подобия, характерного для эффекта слабой локализации.

Для равномерного сечения обратного рассеяния σb = const интегрирование (10) по форму-
ле (6) по всем переменным, кроме z′, приводит к следующему выражению для интенсивности:

J(0,−ẑ) =
I0σb
σ

∞
∫

0

6r2
0
dz′

17 〈θ2s 〉z′3 + 78lρ2
=

2 3
√
2 πI0σb

3 6
√
3 132/3 3

√
17 σ

3

√

ρ2

l2〈θ2s 〉
≈ 0,15456I0σb

σ
3

√

ρ2

l2〈θ2s 〉
. (13)

Учитывая, что g ≈ 1 − 〈θ2s 〉/2, сравнение (13) с (11) для случая σb = const приводит к ранее
известному результату, установленному в работе [8]:

σb
σ
<

(1− g)7/3
(√

α2 + 1− 1
)

3
√
3 π(q0l)4/3

√
α2 + 1 Γ (4/3)

∝ (1− g)7/3, (14)

где q0 ≈ 2πρ−1, q0l ≈ 1 — безразмерное произведение, характеризующее соотношение ширины
пучка с длиной свободного пробега излучения в среде.
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Для качественного исследования влияния неод-

1 2

0 2,

0 0,

0 6,

0 8,

1,0

1 2,

ª

0 4,

Jch iµs
2 ¾ ½ ¾/( )0 b

1/3

Рис. 7. Весовые функции сечения обратного рас-
сеяния при рассмотрении эффекта гало обратно-
го рассеяния. Сплошная, пунктирная и штрихо-
вая кривая соответствуют значениям ρ0 = 0,25;
0,5 и 1,0

нородности дифференциального сечения обрат-
ного рассеяния в задней полусфере направлений
рассеяния достаточно воспользоваться формулой
(14) с усреднённым в соответствии с (10) значени-
ем σb. На рис. 8 приведены зависимости от длины
волны нормированных дифференциальных сече-
ний рассеяния латексных сфер (m = 1,59) в во-
де (m = 1,33) [8]. Критическое значение нор-
мированного дифференциального сечения (пра-
вая часть (14)) показано на графике штриховой
кривой. Оценка с использованием неусреднённо-
го значения σb может привести к ошибочному
выводу о возможности проявления эффекта гало
обратного рассеяния в монодисперсной суспензии
латексных сфер в воде для определённых значе-
ний длины волны. Усреднённое значение (сплош-
ная кривая на рис. 8), однако, оказывается выше критического. Это указывает на невозможность
проявления эффекта гало обратного рассеяния, что находится в хорошем согласии с опытными
данными. В полидисперсных средах [31] резкие минимумы сечения обратного рассеяния отсут-
ствуют, и проявление данного эффекта в этих средах оказывается ещё менее вероятным. В средах
пылевых агрегатов [32, 33] сечение обратного рассеяния также оказывается недостаточно малым
для проявления эффекта гало обратного рассеяния. Возможно, экспериментального наблюде-
ния гало обратного рассеяния следует ожидать в искусственных средах со специально малыми
сечениями обратного рассеяния [34, 35].

3. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ И ВЫВОДЫ

В данной работе проанализированы эффекты обратного рассеяния в средах с сильно вытя-
нутыми вперёд индикатрисами рассеяния. Исследовано влияние неравномерности сечения одно-
кратного рассеяния вблизи обратного направления. Получены асимптотические выражения для
интенсивности обратно рассеянного излучения для быстро убывающих (как o(θ−4

s )) малоугловых
индикатрис.

Недостаточно быстро убывающие в указанном смысле индикатрисы требуют дополнительного

¸, нм

lg

500 600 700 800 900
¡5

¡4

¡3

¡2
( / )¾ ¾b

Рис. 8. Нормированные дифференциальные сече-
ния σb/σ обратного рассеяния суспензии латекс-
ных сфер (диаметр d = 1 000 нм, m = 1,59) в во-
де (m = 1,33) в зависимости от длины волны λ.
Сплошная жирная кривая соответствует неусред-
нённому сечению обратного рассеяния σb, пунк-
тирная кривая — усреднению c нормированной ве-
совой функцией интеграла (10), ρ = 2πl, штрихо-
вая — критическим значениям σb/σ согласно фор-
муле (8)
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исследования. В работах [5, 6] получена следующая оценка когерентно рассеянной компоненты
интенсивности обратного рассеяния:

Jс(q) =
I0σb
lσ

∞
∫

0

dz exp(−2z/l)







exp



2

z
∫

0

d(z′/l)χ(qz′)



− 1







, (15)

где

χ(ω) =

∞
∫

0

2πθ dθJ0(ωθ)
1

σ

dσ

dΩ
(θ). (16)

В работе [19] этот результат обобщён для сред с регулярными градиентами коэффициента пре-
ломления и получены соответствующие асимптотические выражения для когерентно рассеянной
компоненты интенсивности. Подстановкой

χ(ω) ≈ 1− ω2 〈θ2s 〉/4 (17)

формула (15) сводится к малоугловому диффузионному приближению (8). Когда средний квад-
рат угла рассеяния в малоугловом приближении конечен (〈θ2s 〉 < ∞), квадратичное приближе-
ние характеристической функции χ(ω) (17) соответствует её дифференциальной (тейлоровской)
аппроксимации при ω = 0. Дифференциальные свойства характеристической функции χ(ω) в
нуле определяются поведением сечения рассеяния при больши́х углах рассеяния θs, при кото-
рых малоугловое приближение нарушается. Тем не менее в работе [7] получены асимптотические
выражения для нескольких индикатрис рассеяния, в том числе для убывающих медленнее чет-
вёртой степени угла θs. В рамках малоуглового приближения средний квадрат угла рассеяния
оказывается бесконечным (〈θ2s 〉 = ∞). Однако в реальности угол рассеяния вместе с его средним
квадратом ограничен на сфере направлений рассеяния 0 ≤ θs ≤ π, и для больши́х (близких к
единице) значений параметра асимметрии рассеяния g средний квадрат угла рассеяния может
быть эффективно определён по формуле

〈θ2s 〉 ≈ 2 (1− g). (18)

По этой причине асимптотические решения, полученные с помощью тейлоровских аппроксима-
ций характеристических функций, требуют тщательной проверки. Исследование этого вопроса
является темой отдельной работы.

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проекты 15–02–05476 и 15–45–03266).

Автор благодарит администрацию Научно-исследовательского вычислительного центра МГУ
за предоставленный доступ к вычислительным ресурсам параллельных суперкомпьютерных кла-
стерных систем «Чебышев» и «Ломоносов» [36]. Автор признателен рецензенту статьи за кон-
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BACKSCATTERING EFFECTS IN MEDIA WITH STRONGLY STRETCHED
SCATTERING PATTERNS

Ya.A. Ilyushin

We consider weak localization and the backscattering halo in media with strongly stretched scat-
tering patterns. The earlier theory is generalized to the case of inhomogeneous backscattering cross
section in the rear hemisphere. Asymptotic formulas for the backscattering intensities are obtained
within the low-angle diffusion approximation.
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