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ОЦЕНКА МОМЕНТОВ ПОЯВЛЕНИЯ И ИСЧЕЗНОВЕНИЯ
РАДИОСИГНАЛА С НЕИЗВЕСТНЫМИ АМПЛИТУДОЙ

И НАЧАЛЬНОЙ ФАЗОЙ
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Воронежский госуниверситет, г. Воронеж, Россия

Синтезированы квазиправдоподобный, максимально правдоподобный и квазиоптимальный алго-

ритмы оценки моментов появления и исчезновения радиосигнала с произвольной формой огибающей

функции и неизвестными амплитудой и начальной фазой. Найдены асимптотические характеристики

эффективности функционирования синтезированных алгоритмов.

ВВЕД ЕН И Е

Задача оценки моментов появления и исчезновения сигнала, наблюдаемого на фоне шума,
представляет значительный интерес для многих практических приложений статистической ра-
диофизики, радио- и гидролокации, навигации, сейсмологии и неоднократно рассматривалась в
литературе [1–5]. В [2] обсуждалась задача оценки моментов скачкообразного изменения сигнала
при дискретном времени наблюдения. В работах [3, 4] исследованы алгоритмы оценки моментов
появления и исчезновения квазидетерминированного сигнала произвольной формы с неизвестны-
ми (или случайными) моментами появления и исчезновения, наблюдаемого на фоне аддитивного
гауссовского белого шума при непрерывном времени наблюдения. Алгоритмы оценки моментов
появления и исчезновения квазидетерминированного сигнала с неизвестной амплитудой изуче-
ны в работе [5]. Данные алгоритмы целесообразно использовать для оценки моментов появления
и исчезновения сигналов с неизвестной мощностью. Однако во многих практических приложе-
ниях используются сигналы с высокочастотным заполнением (радиосигналы), которые ввиду
специфики их распространения имеют неизвестные амплитуду и начальную фазу. Поэтому це-
лесообразно рассмотреть алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения радиосигнала с
неизвестными амплитудой и начальной фазой. В данной работе на основе метода максимального
правдоподобия синтезированы алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения радио-
сигнала с произвольной формой огибающей функции и неизвестными амплитудой и начальной
фазой. Для синтезированных алгоритмов найдены асимптотические характеристики эффектив-
ности их функционирования, точность которых увеличивается с ростом отношения сигнал/шум
(ОСШ).

Модель радиосигнала с неизвестными амплитудой, начальной фазой и моментами появления
и исчезновения запишем в виде

s(t, a, ϕ, θ1, θ2) =

{

af(t) cos(ωt− ϕ), θ1 6 t 6 θ2;

0, t < θ1, t > θ2.
(1)

Здесь известная непрерывная функция f(t) описывает форму огибающей радиосигнала, a —
величина, характеризующая его амплитуду, ϕ ∈ [0, 2π] — начальная фаза, ω — частота, θ1 и
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θ2 — моменты появления и исчезновения радиосигнала соответственно, принимающие значения
из априорных интервалов

θi ∈ [θimin, θimax] , i = 1, 2.

Для того, чтобы сигнал не мог исчезнуть раньше, чем он появляется, положим, что θ1max < θ2min.
Будем считать, что функция, описывающая форму огибающей радиосигнала, удовлетворяет усло-
вию f(θi) 6= 0.

Наблюдаемый на интервале времени [0, T ] случайный процесс

ξ(t) = s(t, a0, ϕ0, θ01, θ02) + n(t)

представляет собой аддитивную смесь полезного сигнала s(t, a0, ϕ0, θ01, θ02) и гауссовского бело-
го шума n(t) с односторонней спектральной плотностью N0. Здесь a0, ϕ0, θ01, θ02 — истинные
значения амплитуды, начальной фазы и моментов появления и исчезновения радиосигнала соот-
ветственно, неизвестные на приёмной стороне. На основе наблюдаемого процесса ξ(t) приёмник
должен сформировать оценки моментов появления и исчезновения полезного сигнала (1).

Если амплитуда и начальная фаза полезного сигнала (1) априори известны, можно приме-
нить алгоритм оценивания на основе метода максимального правдоподобия. Согласно данному
алгоритму оценки моментов появления и исчезновения совпадают с координатами положения
наибольшего максимума логарифма функционала отношения правдоподобия [6]

L(θ1, θ2) =
2a0
N0

θ2
∫

θ1

ξ(t)f(t) cos(ωt− ϕ0) dt−
a20
N0

θ2
∫

θ1

f2(t) cos2(ωt− ϕ0) dt.

Первое слагаемое здесь и далее представляет собой стохастический интеграл в смысле Ито. Од-
нако при неизвестных как моментах появления и исчезновения, так и амплитуде и начальной
фазе радиосигнала логарифм функционала отношения правдоподобия зависит от четырёх неиз-
вестных параметров [6]:

L(a, ϕ, θ1, θ2) =
2a

N0

θ2
∫

θ1

ξ(t)f(t) cos(ωt− ϕ) dt− a2

N0

θ2
∫

θ1

f2(t) cos2(ωt− ϕ) dt. (2)

При подстановке в выражение (2) вместо неизвестных амплитуды a и начальной фазы ϕ неко-
торых их значений можно получить ряд алгоритмов оценивания моментов появления и исчезно-
вения (возможно, неоптимальных). Подставляемые значения амплитуды и начальной фазы мо-
гут быть фиксированными или определяться по реализации наблюдаемых данных. Получаемые
в результате алгоритмы оценивания, рассмотренные ниже, отличаются своей эффективностью
и степенью простоты аппаратурной или программной реализации.

1. КВАЗИПРАВДОПОДОБНЫЙ АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ

Одним из способов преодоления априорной параметрической неопределённости относительно
амплитуды и начальной фазы радиосигнала является применение квазиправдоподобного алго-
ритма оценки [7]. Квазиправдоподобный приёмник должен формировать логарифм функционала
отношения правдоподобия (2) для некоторых ожидаемых значений амплитуды a∗ и начальной
фазы ϕ∗ и всех возможных значений моментов появления и исчезновения,

L∗(θ1, θ2) =
2a∗

N0

θ2
∫

θ1

ξ(t)f(t) cos(ωt− ϕ∗) dt− a∗2

N0

θ2
∫

θ1

f2(t) cos2(ωt− ϕ∗) dt, (3)
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Рис. 1. Блок-схема квазиправдоподобного определителя моментов появления и исчезновения радио-

сигнала

и находить квазиправдоподобные оценки моментов появления и исчезновения как положения
абсолютного (наибольшего) максимума решающей статистики (3)

(θ∗1, θ
∗
2) : L

∗(θ∗1, θ
∗
2) = sup

θ1,θ2

L∗(θ1, θ2). (4)

Согласно выражению (4) приёмник должен формировать двумерное случайное поле (3) для
всех возможных значений неизвестных моментов появления и исчезновения. Поэтому его аппара-
турная реализация оказывается в общем случае довольно сложной. Действительно, нахождение
величин (4) предполагает построение структуры, многоканальной по обоим неизвестным пара-
метрам. Однако трудностей аппаратурной реализации квазиправдоподобного алгоритма оцени-
вания (4) частично удаётся избежать, если представить, аналогично работам [3, 4], случайное
поле (3) в виде суммы L∗(θ1, θ2) = L∗

1(θ1) + L∗
2(θ2) двух случайных процессов. Первый из них

зависит только от момента появления θ1, а второй — только от момента исчезновения θ2:

L∗
1(θ1) =

2a∗

N0

θ
∫

θ1

ξ(t)f(t) cos(ωt− ϕ∗) dt− (a∗)2

N0

θ
∫

θ1

f2(t) cos2(ωt− ϕ∗) dt, (5)

L∗
2(θ2) =

2a∗

N0

θ2
∫

θ

ξ(t)f(t) cos(ωt− ϕ∗) dt− (a∗)2

N0

θ2
∫

θ

f2(t) cos2(ωt− ϕ∗) dt, (6)

где θ — произвольная точка, принадлежащая интервалу (θ1max, θ2min).

Согласно выражениям (5) и (6) случайные процессы L∗
1(θ1) и L∗

2(θ2) статистически незави-
симы, т. к. представляют собой интегралы от белого шума на неперекрывающихся интервалах.
Следовательно, положение максимума случайного поля L∗(θ1, θ2) по переменной θ1 совпадает с
положением максимума случайного процесса L∗

1(θ1), а по переменной θ2 — с положением макси-
мума L∗

2(θ2). В результате для квазиправдоподобных оценок моментов появления и исчезновения
можно записать

θ∗j : L∗
j(θ

∗
j ) = sup

θj

L∗
j(θj), θj ∈ [θjmin, θjmax], j = 1, 2.

Блок-схема квазиправдоподобного определителя моментов появления и исчезновения радиосиг-
нала изображена на рис. 1, где И1 — интегратор на интервале [θ1min, t], где t ∈ [θ1min, θ], И2 —
интегратор на интервале [θ, t], где t ∈ [θ, θ2max], ЛЗ — линия задержки на время t = θ−θ1min, Э1 и
Э2 — экстрематоры, которые осуществляют поиск положений максимумов сигнала на интервалах
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времени [θ, θ+ θ1max − θ1min] и [θ2min, θ2max] соответственно, элементы «−» и «×» осуществляют
вычитание и умножение сигналов соответственно.

Представление решающей статистики в виде суммы двух статистически независимых случай-
ных процессов позволяет не только предложить достаточно простую аппаратурную реализацию
квазиправдоподобного определителя, но и выполнить анализ квазиправдоподобного алгоритма
оценивания согласно методике, изложенной в работе [4]. Для полного статистического описания
решающей статистики достаточно найти математические ожидания и корреляционные функции
гауссовских независимых случайных процессов (5) и (6). Выполняя усреднение, получаем мате-
матические ожидания

S∗
1(θ1) = 〈L∗

1(θ1)〉 = (1 + δa)Q[max(θ01, θ1), θ] cos∆ϕ− (1 + δa)
2Q(θ1, θ)/2,

S∗
2(θ2) = 〈L∗

2(θ2)〉 = (1 + δa)Q[θ,min(θ02, θ2)] cos∆ϕ− (1 + δa)
2Q(θ, θ2)/2,

используя которые представим случайные процессы (5) и (6) в виде

L∗
1(θ1) = (1 + δa)Q[max(θ01, θ1), θ] cos ∆ϕ− (1 + δa)

2 Q(θ1, θ)/2 +N∗
1 (θ1),

L∗
2(θ2) = (1 + δa)Q[θ,min(θ02, θ2)] cos ∆ϕ− (1 + δa)

2 Q(θ, θ2)/2 +N∗
2 (θ2).

Здесь

N∗
1 (θ1) =

2a∗

N0

θ
∫

θ1

n(t)f(t) cos(ωt− ϕ∗) dt, N∗
2 (θ2) =

2a∗

N0

θ2
∫

θ

n(t)f(t) cos(ωt− ϕ∗) dt

— гауссовские случайные процессы с нулевыми математическими ожиданиями и корреляцион-
ными функциями

B∗
1(θ11, θ21) =

〈

[L∗
1(θ11)− S∗

1(θ11)] [L
∗
1(θ21)− S∗

1(θ21)]
〉

= (1 + δa)
2 Q[max(θ11, θ21), θ],

B∗
2(θ12, θ22) =

〈

[L∗
2(θ12)− S∗

2(θ12)] [L
∗
2(θ22)− S∗

2(θ22)]
〉

= (1 + δa)
2 Q[θ,min(θ12, θ22)]

соответственно, а

Q(θ1, θ2) =
a20
N0

θ2
∫

θ1

f2(t) dt (7)

— ОСШ на выходе приёмника максимального правдоподобия для принимаемого сигнала с момен-
том появления θ1 и моментом исчезновения θ2, интегралы от функций, осциллирующих с удво-
енной частотой, отброшены, угловые скобки обозначают усреднение. Величина δa = (a∗ − a0)/a0
характеризует относительное отклонение ожидаемой амплитуды a∗ от её истинного значения a0.
В дальнейшем будем называть её расстройкой квазиправдоподобного определителя по ампли-
туде. Величина ∆ϕ = ϕ∗ − ϕ0 — расстройка квазиправдоподобного определителя по начальной
фазе.

Пусть f(t) может обращаться в нуль только на части интервала [θ1min, θ2max], имеющей нуле-
вую меру. Тогда Q(θ1, θ) — монотонно убывающая функция аргумента θ1, а Q(θ, θ2) — монотонно
возрастающая функция θ2 и имеют место равенства Q(x, θ) = −Q(θ, x),

Q[max(x, y), θ] = min[Q(x, θ), Q(y, θ)], Q[θ,min(x, y)] = min[Q(θ, x), Q(θ, y)]. (8)
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Использование свойств функции (7) позволяет переписать математические ожидания и корреля-
ционные функции процессов (5) и (6) в виде

S∗
j (θj) = (1 + δa) min[(−1)j Q(θ, θ0j), (−1)j Q(θ, θj)] cos∆ϕ− (1 + δa)

2 (−1)j Q(θ, θj)/2, (9)

B∗
j (θ1j , θ2j) = (1 + δa)

2 min[(−1)j Q(θ, θ1j), (−1)j Q(θ, θ2j)].

Здесь и далее будем считать, что j = 1, 2. Нетрудно убедиться, что при |δa| < 1 и |∆ϕ| < π/2
математические ожидания (9) достигают максимумов в точках, которые совпадают с истинными
значениями θ0j неизвестных моментов появления и исчезновения радиосигнала.

Перейдём в выражениях (5) и (6) от переменных θ1, θ2 к новым переменным λj = (−1)jQ(θ, θj),
λj ∈ [λjmin, λjmax], λ1min = Q(θ1max, θ), λ1max = Q(θ1min, θ), λ2min = Q(θ, θ2min), λ2max =
= Q(θ, θ2max). Тогда для случайных процессов (5) и (6) можно записать соотношения

L∗
j(θj) = L∗

j [gj(λj)] = µ∗
j(λj) = (1 + δa) min(λj , λ0j) cos∆ϕ− (1 + δa)

2 λj/2 + νj(λj), (10)

где λ01 = Q(θ01, θ), λ02 = Q(θ, θ02), νj(λj) = Nj(gj(λj)) — статистически независимые гауссовские
случайные процессы с нулевыми математическими ожиданиями и корреляционными функциями

B∗
j (λ1j , λ2j) = (1 + δa)

2 min(λ1j , λ2j), (11)

а gj(λj) — решения уравнений (−1)jQ(θ, θj) = λj относительно θj . Согласно свойствам функ-
ции (7), положения максимумов случайных процессов (10),

λ∗
j : µ

∗
j(λ

∗
j ) = sup

λj

µ∗
j (λj) (12)

связаны с оценками моментов появления и исчезновения радиосигнала взаимно-однозначными
преобразованиями. Следовательно, условные плотности вероятностей W ∗

θj(θj |θ0j) квазиправдо-
подобных оценок моментов появления и исчезновения радиосигнала можно выразить через плот-
ности вероятностей W ∗

λj(λj |λ0j) случайных величин (12):

W ∗
θj(θj|θ0j) = W ∗

λj

[

(−1)j Q(θ, θj)
∣

∣

∣
(−1)j Q(θ, θ0j)

]

∣

∣

∣

∣

∂Q(θ, θj)

∂θj

∣

∣

∣

∣

. (13)

Плотности вероятности W ∗
λj(λj |λ0j), аналогично работам [4, 8], представим в виде

W ∗
λj(λj |λ0j) =

+∞
∫

−∞

∂

∂λj

[

∂F2j(u, v, λj)

∂u

∣

∣

∣

∣

u=v

]

du, (14)

где

F2j(u, v, x) = P

[

supµ∗
j(λj)

λj min≤λj<x

< u, supµ∗
j(λj)

x≤λj≤λj max

< v

]

(15)

— двумерные функции распределения величин абсолютных максимумов случайных процессов
µ∗
j (λj). Согласно выражениям (10) и (11), µ∗

j (λj) являются статистически независимыми гауссов-
скими марковскими случайными процессами [9] с коэффициентами сноса и диффузии

k1j(γ0) =
1

2

{

(1 + δa) [2 cos ∆ϕ− (1 + δa)], λjmin 6 λj 6 λ0j ;

−(1 + δa)
2, λ0j < λj 6 λjmax,

k2j = (1 + δa)
2. (16)
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Поэтому, аналогично работе [8] для функции (15), можно записать соотношение

F2j(u, v, x) =

v
∫

−∞

Wj(y, λjmax) dy. (17)

Здесь Wj(y, λj) — решения уравнения Фоккера—Планка—Колмогорова (ФПК) [9]

∂Wj(y, λj)

∂λj
+

∂

∂y
[k1jWj(y, λj)]−

1

2

∂2

∂y2
[k2jWj(y, λj)] = 0 (18)

с коэффициентами сноса и диффузии (16) при начальных условииях

Wj(y, λjmin) =
1

(1 + δa)
√

2πλjmin

exp

(

− {y + λjmin[(1 + δa) cos ∆ϕ− (1 + δa)
2/2]}2

2 (1 + δa)2λjmin

)

и граничных условиях Wj(y = u, λj) = Wj(y = −∞, λj) = 0 при λj ∈ [λjmin, x] и Wj(y = v, λj) =
= Wj(y = −∞, λj) = 0 при λj ∈ [x, λjmax].

Применяя метод отражения с переменой знака [9], находим решение уравнения (18) с коэф-
фициентами (16) отдельно для случаев λj ∈ [λjmin, λ0j ] и λj ∈ [λ0j , λjmax]. Подставляя найденные
решения в выражение (17), а затем (17) в (14), аналогично работе [4], получаем выражения для
плотности вероятности случайной величины (12):

W ∗
λj(λj |λ0j) =

{

c21Ψ
[

c21(λ0j − λj), c
2
1(λ0j − λjmin), c

2
2(λjmax − λ0j), 1/R

]

, λj 6 λ0j ;

c22Ψ
[

c22(λ− λ0j), c
2
2(λjmax − λ0j), c

2
1(λ0j − λjmin), R

]

, λj > λ0j ,
(19)

где

Ψ(y, y1, y2, y3) =

[

Φ

(

√

y1 − y

2

)

+ exp

(

− y1 − y

4

)

/

√

π(y1 − y)

]

1

2|y|3/2√π
×

×
∞
∫

0

x exp

[

− (x+ y)2

4y

] [

Φ

(

y3x+ y2√
2y2

)

− exp(−y3x)Φ

(−y3x+ y2√
2y2

)]

dx, (20)

c21 = (∆ − δa)
2/2, c22 = (1 + δa)

2/2, R = (∆ − δa)/(1 + δa), ∆ = 2cos∆ϕ − 1. При этом плотность
вероятности (19) не зависит от выбора значения θ в выражениях (5) и (6). На основе выраже-
ний (13) и (19) запишем значения условных смещений и рассеяний оценок моментов появления
и исчезновения радиосигнала (4):

B(θ∗j |θ0j) =
θj max
∫

θj min

(θj − θ0j)W
∗
λj

[

(−1)jQ(θ, θj)
∣

∣

∣
(−1)jQ(θ, θ0j)

]

∣

∣

∣

∣

∂Q(θ, θj)

∂θj

∣

∣

∣

∣

dθj, (21)

V (θ∗j |θ0j) =
θj max
∫

θj min

(θj − θ0j)
2W ∗

λj

[

(−1)j Q(θ, θj)
∣

∣

∣
(−1)j Q(θ, θ0j)

]

∣

∣

∣

∣

∂Q(θ, θj)

∂θj

∣

∣

∣

∣

dθj. (22)

Полагая в (19) δa = 0, ∆ϕ = 0 и, соответственно, в (20) y3 = 1, получаем, что (19), (21) и (22)
переходят в точные формулы для характеристик максимально правдоподобной оценки момен-
тов появления и исчезновения сигнала с априори известными амплитудой и начальной фазой,
найденные в работе [4].
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Асимптотическое поведение плотностей вероятностей (19), смещения (21) и рассеяния (22)
с увеличением ОСШ при δa = 0 и ∆ϕ = 0 исследовано в работе [4]. Выполняя аналогичные
преобразования, для нормированных переменных (или обобщённых квазиправдоподобных оценок
моментов появления и исчезновения радиосигнала)

κj =

{

(∆− δa)
2 (λj − λ0j)/2, λj 6 λ0j ;

(1 + δa)
2 (λj − λ0j)/2, λj > λ0j ,

(23)

получаем предельную (с ростом ОСШ) плотность вероятности в виде

Wj(κj) =

{

W0 (−κj, 1/R) , κj 6 0;

W0 (κj, R) , κj > 0,
(24)

W0(x, y) = Ψ(x,∞,∞, y) = (2y + 1) exp[y (y + 1) |x|]
{

1− Φ[(2y + 1)
√

|x|/2]
}

+Φ(
√

|x|/2)− 1.

Известно [6, 8], что по мере роста ОСШ λ0j квазиправдоподобные оценки сходятся в средне-
квадратическом смысле к положениям максимумов математических ожиданий решающих стати-
стик (5) и (6), которые при |δa| < 1 и ∆ϕ < π/2 совпадают с истинными значениями θ0j моментов
появления и исчезновения радиосигнала. Разложим (−1)jQ(θ, θj) в ряд Тейлора по переменной θj
в окрестности θ0j и ограничимся в разложении членами первого порядка малости:

(−1)j Q(θ, θj) ≈ (−1)j Q(θj , θ0j) + (−1)j ρ2j(θj − θ0j)/Tmax,

где ρ2j = 2a20f
2(θ0j)Tmax/N0, Tmax = θ2max − θ1min — максимально возможная длительность сиг-

нала. Отсюда имеем

λj − λ0j ≈ (−1)jρ2j(θj − θ0j)/Tmax. (25)

Подставляя (25) в (23), получаем

κj = (−1)j

{

(1− δ2a) ρ
2
j (θj − θ0j)/Tmax, θj 6 θ0j;

(1 + δa)
2 ρ2j(θj − θ0j)/Tmax θj > θ0j .

(26)

Используя выражения (24) и (26), находим асимптотические значения смещения и рассеяния
квазиправдоподобных оценок моментов появления и исчезновения радиосигнала

Ba(θ
∗
j |θ0j) = (−1)j

2Tmax

ρ2j

(∆ + 1) (∆ − 2δa − 1)

(1 + δa)2 (∆− δa)2
, (27)

Va(θ
∗
j |θ0j) =

8T 2
max

ρ4j

P (δa,∆)

(1 + δa)4 (∆ + 1)2 (∆ − δa)2
, (28)

где

P (x, y) = 2y6 − 4 (2x − 1) y5 + (11x2 − 18x+ 1) y4 − (5x3 − 29x2 + 7x+ 1) y3−
− (15x3 − 21x2 − 7x− 1) y2 + (3x5 + 15x4 + 15x3 + 29x2 + 18x+ 4) y−

− x6 − 3x5 + 5x3 + 11x2 + 8x+ 2.

При ∆ϕ = 0 и ∆ = 1 величины (27) и (28) совпадают со смещением и рассеянием максимально
правдоподобных оценок моментов появления и исчезновения сигнала с неизвестной амплитудой
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Рис. 2. Нормированное смещение оценок моментов

появления и исчезновения радиосигнала

Рис. 3. Нормированное рассеяние оценок момен-

тов появления и исчезновения радиосигнала

и априори известной начальной фазой, найденными в работе [5]:

Ba(θ
∗
j |θ0j) = − (−1)j 8Tmax δa

ρ2j (δa − 1)2 (δa + 1)2
, (29)

Va(θ
∗
j |θ0j) =

2T 2
max (13 + 101δ2a + 15δ4a − δ6a)

ρ4j (δa − 1)4 (δa + 1)4
. (30)

При δa = 0 и ∆ϕ = 0 величины (27) и (28) совпадают со смещением и рассеянием максималь-
но правдоподобных оценок моментов появления и исчезновения сигнала с априори известными
амплитудой и начальной фазой, найденными в работе [3], а именно

B0j = 0, V0j = 26T 2
max/ρ

4
j . (31)

Влияние априорного незнания амплитуды и начальной фазы радиосигнала на точность ква-
зиправдоподобных оценок его моментов появления и исчезновения можно охарактеризовать
нормированными смещениями baϕ(δa) = Ba(θ

∗
j |θ0j)/

√

Va(θ∗j |θ0j) и рассеяниями vaϕ(δa) =
= Va(θ

∗
j |θ0j)/V0j квазиправдоподобных оценок. Эти величины (с точностью до знака) одинаковы

для квазиправдоподобных оценок моментов появления и исчезновения радиосигнала и могут
служить характеристикой проигрыша в точности квазиправдоподобных оценок по сравнению с
точностью максимально правдоподобных оценок моментов появления и исчезновения сигнала с
априори известными амплитудой и начальной фазой.

На рис. 2 представлены зависимости нормированного смещения baϕ(δa), а на рис. 3 — норми-
рованного рассеяния vaϕ(δa) от величины δa при нескольких значениях разности фаз ∆ϕ ожи-
даемого и принятого сигналов. Сплошные линии построены при ∆ϕ = 0, пунктирные — при
∆ϕ = π/8, штриховые — при ∆ϕ = π/5, штрих-пунктирные — при ∆ϕ = π/4. Как видно из
рис. 2 и 3, при известной амплитуде (δa = 0) квазиправдоподобные оценки моментов появления и
исчезновения радиосигнала обладают нулевым смещением, а их рассеяние совпадает с рассеянием
оценок максимального правдоподобия. Наличие расстройки по амплитуде приводит к наличию
смещения оценок моментов появления и исчезновения радиосигнала и увеличению рассеяния в
десятки раз. Так, при |δa| = 0,5 рассеяние квазиправдоподобных оценок в 10 раз больше рассе-
яния максимально правдоподобной оценки при априори известных амплитуде и начальной фазе
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радиосигнала. Наличие расстройки по фазе также приводит к увеличению рассеяния квазиправ-
доподобных оценок, особенно при δa > 0. Так, даже при δa = 0 расстройка по фазе на величину
∆ϕ = ±π/5 вызывает увеличение рассеяния квазиправдоподобной оценки в 4 раза.

2. МАКСИМАЛЬНО ПРАВДОПОДОБНЫЙ АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ

С целью улучшения точности оценивания моментов появления и исчезновения радиосигна-
ла можно применить алгоритм максимального правдоподобия, согласно которому неизвестную
амплитуду и начальную фазу радиосигнала в выражении (2) необходимо заменить на их макси-
мально правдоподобные оценки am и ϕm. Это равносильно максимизации логарифма функцио-
нала отношения правдоподобия (2) по амплитуде и начальной фазе радиосигнала:

L(θ1, θ2) = L(am, ϕm, θ1, θ2) = max
a,ϕ

L(a, ϕ, θ1, θ2). (32)

Максимально правдоподобные оценки моментов появления и исчезновения радиосигнала опре-
деляются как положения наибольшего максимума решающей статистистики (32):

(θm1, θm2) : L(θm1, θm2) = sup
θ1,θ2

L(θ1, θ2). (33)

Максимизацию логарифма функционала отношения правдоподобия (2) по переменной ϕ мож-
но выполнить аналитически. Для этого подставим сигнал (1) в выражение (2) и представим его
в виде

L(a, ϕ, θ1, θ2) = aX(θ1, θ2) cosϕ+ aY (θ1, θ2) sinϕ− a2

2N0

θ2
∫

θ1

f2(t) dt, (34)

где отброшены интегралы от членов, осциллирующих с удвоенной частотой, и

X(θ1, θ2) =
2

N0

θ2
∫

θ1

ξ(t)f(t) cos(ωt) dt, Y (θ1, θ2) =
2

N0

θ2
∫

θ1

ξ(t)f(t) sin(ωt) dt.

Найдём производную функции (34) по ϕ, приравняем её нулю,

dL(a, ϕ, θ1, θ2)

dϕ
= −aX(θ1, θ2) sinϕ+ aY (θ1, θ2) cosϕ = 0,

и решим полученное уравнение правдоподобия относительно ϕ:

ϕ = arctg[Y (θ1, θ2)/X(θ1, θ2)].

Подставляя полученное решение в (34), получим

L(a, θ1, θ2) = sup
ϕ

L(a, ϕ, θ1, θ2) = a
√

X2(θ1, θ2) + Y 2(θ1, θ2)−
a2

2N0

θ2
∫

θ1

f2(t) dt. (35)

Выполним теперь максимизацию логарифма функционала отношения правдоподобия (35) по
амплитуде. Производную функции (35) по переменной a приравняем нулю,

dL(a, θ1, θ2)

da
=
√

X2(θ1, θ2) + Y 2(θ1, θ2)−
a

N0

θ2
∫

θ1

f2(t) dt = 0,
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и решим полученное уравнение правдоподобия относительно a:

a = N0

√

X2(θ1, θ2) + Y 2(θ1, θ2)

/ θ2
∫

θ1

f2(t) dt . (36)

Подставляя решение (36) в выражение (35) вместо априори неизвестной амплитуды радиосигна-
ла a, получим

L(θ1, θ2) = sup
a

L(a, θ1, θ2) =
N0

2

[

X2(θ1, θ2) + Y 2(θ1, θ2)
]

/ θ2
∫

θ1

f2(t) dt . (37)

На основе выражения (37) можно построить структуру приёмного устройства. Получить функ-
цию (37) как непрерывную функцию моментов появления θ1 и исчезновения θ2 радиосигнала не
представляется возможным, поэтому приёмник должен формировать отсчёты Lmg = L(θ1min +
+m∆θ1, θ2min + g∆θ2), m = 1, . . . , n1, g = 1, . . . , n2 случайного поля (37) для дискретного набора
значений моментов появления и исчезновения радиосигнала. Тогда определитель должен состо-
ять из n1n2 каналов.

На рис. 4 изображена блок-схема одного кана-
И

И ( )

cos( )!t

¼/2

f t( )

2

( )2

+

( )2 И

2/N0

Lmg

( )t»

¥

£

£

£

£

Рис. 4. Блок-схема одного канала максимально

правдоподобного определителя моментов появле-

ния и исчезновения радиосигнала

ла максимально правдоподобного определителя,
который формирует логарифм (37) для фикси-
рованных значений моментов появления θ1min +
+m∆θ1 и исчезновения θ2min+g∆θ2 радиосигна-
ла. Здесь И — интеграторы, работающие на ин-
тервале времени [θ1min+m∆θ1, θ2min+g∆θ2], эле-
менты «×», «()2», «+», «÷» осуществляют умно-
жение, возведение в степень, сложение и деление
сигналов соответственно. Максимально правдо-
подобные оценки моментов появления и исчез-
новения радиосигнала определяются по номерам
канала с максимальным выходным сигналом.

Необходимо отметить, что, помимо сложностей реализации алгоритма максимального прав-
доподобия (33), вызванных его многоканальностью, возникают трудности в определении характе-
ристик оценок по положению абсолютного максимума логарифма функционала отношения прав-
доподобия (37).

3. КВАЗИОПТИМАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ

Для упрощения аппаратурной и программной реализации определителя максимального прав-
доподобия и нахождения его характеристик можно воспользоваться квазиоптимальными оцен-
ками. Для этого представим логарифм (2) в виде суммы двух слагаемых: L(a, ϕ, θ1, θ2) =
= L1(a, ϕ, θ1) + L2(a, ϕ, θ2), где

L1(a, ϕ, θ1) =
2a

N0

θ
∫

θ1

ξ(t)f(t) cos(ωt− ϕ) dt− a2

N0

θ
∫

θ1

f2(t) cos2(ωt− ϕ) dt, (38)

L2(a, ϕ, θ2) =
2a

N0

θ2
∫

θ

ξ(t)f(t) cos(ωt− ϕ) dt− a2

N0

θ2
∫

θ

f2(t) cos2(ωt− ϕ) dt, (39)
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где θ — произвольная точка, принадлежащая интервалу (θ1max, θ2min). Обозначим Ljaϕ(θj) =
= max

a,ϕ
Lj(a, ϕ, θj) и введём в рассмотрение оценки

θ∗mj : Ljaϕ(θ
∗
mj) = sup

θj

Ljaϕ(θj). (40)

Квазиоптимальные оценки (40) не являются оценками максимального правдоподобия, но, как
будет показано ниже, их эффективность асимптотически (при увеличении ОСШ) совпадает с
эффективностью максимально правдоподобных оценок моментов появления и исчезновения сиг-
нала с априори известными амплитудой и фазой. Выполняя аналогично (34)–(37) максимизацию
функций (38) и (39) по переменным a и ϕ, получаем

L1aϕ(θ1) = sup
a,ϕ

L1(a, ϕ, θ1) =
N0

2

[

X2
1 (θ1) + Y 2

1 (θ1)
]

/ θ
∫

θ1

f2(t) dt , (41)

L2aϕ(θ2) = sup
a,ϕ

L2(a, ϕ, θ2) =
N0

2

[

X2
2 (θ2) + Y 2

2 (θ2)
]

/ θ2
∫

θ

f2(t) dt , (42)

где

X1(θ1) =
2

N0

θ
∫

θ1

ξ(t)f(t) cos(ωt) dt, Y1(θ1) =
2

N0

θ
∫

θ1

ξ(t)f(t) sin(ωt) dt, (43)

X2(θ2) =
2

N0

θ2
∫

θ

ξ(t)f(t) cos(ωt) dt, Y2(θ2) =
2

N0

θ2
∫

θ

ξ(t)f(t) sin(ωt) dt. (44)

На рис. 5 показана блок-схема устройства формирования квазиоптимальных оценок (40) мо-
ментов появления и исчезновения радиосигнала, построенная на основе выражений (41) и (42).
Здесь И1 и И2 — интеграторы, работающие на интервалах времени [θ1min, θ] и [θ, θ2max], ЛЗ — ли-
нии задержки на время θ−θ1min, Э1 и Э2 — экстрематоры, фиксирующие положения абсолютных
максимумов сигналов на отрезках времени [θ, θ + θ1max − θ1min] и [θ2min, θ2max] соответственно.
Таким образом, использование оценок (40) позволяет существенно упростить техническую реали-
зацию приёмника. Действительно, для реализации алгоритма максимального правдоподобия (32)
требуется построение многоканального приёмного устройства по моментам появления и исчезно-
вения радиосигнала. Для нахождения оценок (40) достаточно двухканальной схемы.

Выполним теперь анализ алгоритма оценивания (40). Исследуем случайные процессы (41) и
(42), формируемые квазиоптимальным алгоритмом оценки. Подставляя наблюдаемую реализа-
цию ξ(t) в выражения (43) и (44), а затем (43) и (44) в (41) и (42) соответственно, получаем

Ljaϕ(θj) =
[Gj(θ0j , θj) cosϕ0 +Njc(θj)]

2 + [Gj(θ0j , θj) sinϕ0 +Njs(θj)]
2

2(−1)j Q(θ, θj)
. (45)

Здесь
Gj(θ0j, θj) = (−1)jQ[θ,min(θ0j , θj)], j = 1, 2;

Njc(θj) = (−1)j
2a0
N0

θj
∫

θ

n(t)f(t) cos(ωt) dt; (46)
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Рис. 5. Блок-схема квазиоптимального определителя моментов появления и исчезновения радиосиг-

нала

Njs(θj) = (−1)j
2a0
N0

θj
∫

θ

n(t)f(t) sin(ωt) dt, (47)

а функция Q(θ1, θ2) определена в (7) и удовлетворяет условиям (8). Шумовые составляющие
Njc(θj) и Njs(θj) представляют собой линейные преобразования гауссовского случайного процесса
и поэтому также являются гауссовскими процессами. Они обладают нулевыми математическими
ожиданиями и корреляционными функциями

〈Njc(θj1)Njc(θj2)〉 = 〈Njs(θj1)Njs(θj2)〉 = (−1)jQ
[

θ,min(θj1, θj2)
]

,

〈Njc(θj1)Njs(θj2)〉 = 0, j = 1, 2.

Процессы N1c(θ1) и N2c(θ2) содержат, согласно выражению (46), интегралы от белого шума на
неперекрывающихся интервалах, а следовательно являются статистически независимыми. Ана-
логично статистически независимы случайные процессы N1s(θ1) и N2s(θ2) (47).

Перейдём в выражении (45) к переменным λi = (−1)iQ(θ, θi), λi ∈ [Λimin,Λimax], Λ1min =
= Q(θ1max, θ), Λ1max = Q(θ1min, θ), Λ2min = Q(θ, θ1min), Λ2max = Q(θ, θ1max), i = 1, 2. Тогда для
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случайных процессов (45) как функций переменных λi можно записать, что

Ljaϕ(λj) =
min2(λ0j , λj) + 2min(λ0j , λj)Nj1(λj) +N2

jc(λj) +N2
js(λj)

2λj
, (48)

где λ0j = (−1)jQ(θ, θ0j), а Njc(λj) = Njc(gj(λj)), Njs(λj) = Njs(gj(λj)) и

Nj1(λj) = Njc(λj) cosϕ0 +Njs(λj) sinϕ0, j = 1, 2

— гауссовские случайные процессы с нулевыми математическими ожиданиями и корреляцион-
ными функциями

〈Njc(λj1)Njc(λj2)〉 = 〈Njs(λj1)Njs(λj2)〉 = 〈Nj1(λj1)Nj1(λj2)〉 = min(λj1, λj2).

Перейдём в выражении (48) к новым переменным lj = λj/λ0j , lj ∈ [Λjmin/z
2
0j ,Λjmax/z

2
0j ],

j = 1, 2:

Ljaϕ(lj) = z20j
min2(1, lj)

2lj
+ z0j

min(1, lj)N1j(lj)

lj
+

N2
jc(lj) +N2

js(lj)

2lj
. (49)

Величина z201 = λ01 = a20
∫ θ
θ01

f2(t) dt/N0 представляет собой ОСШ для радиосигнала с ампли-

тудой a0 и моментами появления θ01 и исчезновения θ. Величина z202 = λ02 = a20
∫ θ02
θ f2(t) dt/N0 —

ОСШ для радиосигнала с амплитудой a0, моментами появления θ и исчезновения θ02. Обозначим
также ОСШ для принятого сигнала:

z20 = z201 + z202 =
a20
N0

θ02
∫

θ01

f2(t) dt = Q(θ01, θ02). (50)

При достаточно больши́х ОСШ, таких, что z201 ≫ 1 и z202 ≫ 1, последним слагаемым в (49) можно
пренебречь и записать приближённо

Ljaϕ(lj) ≈ z20j
min2(1, lj)

2lj
+ z0j

min(1, lj)N1j(lj)

lj
. (51)

Эти функции являются гауссовскими случайными процессами с математическими ожиданиями

Sjaϕ(lj) = z20j [min(1, lj)]
2/(2lj) (52)

и корреляционными функциями

Kj(l1j , l2j) = z20j min(l1j , 1)min(l2j , 1)min(l1j , l2j)/(l1j l2j). (53)

При больши́х ОСШ z0j положение максимума решающей статистики находится в малой окрест-
ности положения максимума её математического ожидания [6]. Математические ожидания (52)
достигают максимальных значений при lj = 1. Поэтому исследуем поведение случайных процес-
сов (51) в малых окрестностях точек lj = 1. Для этого, разложив функции (52) по lj , а (53) — по
l1j , l2j в ряды Тейлора в окрестности единицы, получим

Saj(lj) ≈ z20j (1− |lj − 1|)/2, (54)

Kj(l1j , l2j) ≈ z20j (1− |l1j − 1|/2− |l2j − 1|/2− |l1j − l2j|/2). (55)
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Будем аппроксимировать при больши́х ОСШ решающую статистику (51) гауссовскими случайны-
ми процессами Yj(lj) с математическими ожиданиями (54) и корреляционными функциями (55)
на интервалах возможных значений переменных lj . Положения максимумов случайных процес-
сов Yj(lj)

lmj : Yj(lmj) = sup
lj

Yj(lj) (56)

связаны с оценками моментов появления и исчезновения радиосигнала взаимно-однозначными
преобразованиями. Поэтому функции распределения оценок (40) можно получить на основе
функций распределения случайных величин (56):

Fj(x) = P{lmj < x} = P
[

supYj(lj)
lj6x

> supYj(lj)
lj>x

]

. (57)

Введём в рассмотрение случайные процессы

ηj(lj) = [Yj(lj)− Yj(x)] /z0j , x ∈ [Ljmin, Ljmax], (58)

использование которых позволяет переписать выражение (57) в виде

Fj(x) = P
[

sup ηj(lj)
lj6x

> sup ηj(lj)
lj>x

]

. (59)

По определению ηj(lj) в (58) являются статистически независимыми гауссовскими случайными
процессами, обладающими математическими ожиданиями

Sj(lj) = z0j(|x− 1| − |lj − 1|)/2

и корреляционными функциями

Kj(l1j , l2j) =

{

min(|l1j − x|, |l2j − x|), (l1j − x)(l2j − x) > 0;

0, (l1j − x)(l2j − x) < 0.
(60)

Согласно выражению (60), отрезки реализаций случайных процессов ηj(lj) на интервалах
[Ljmin, x] и (x,Ljmax] статистически независимы. Поэтому аналогично работе [10] мы можем за-
писать для распределения (57), (59) выражение

Fj(x) =

∞
∫

0

P2j(u) dP1j(u), (61)

где

P1j(u) = P
[

sup ηj(lj)
lj6x

< u
]

, P2j(v) = P
[

sup ηj(lj)
lj>x

< v
]

.

Случайные процессы ηj(lj) являются статистически независимыми гауссовскими марковски-
ми процессами [9] с коэффициентами сноса и диффузии

k1j = z0j

{

1/2, Ljmin 6 lj 6 1;

−1/2, 1 < lj 6 Ljmax,
k2j = 1. (62)

Следовательно, функции P1j(u) представляют собой вероятности недостижения границы u мар-
ковскими случайными процессами ηj(lj) при Ljmin 6 lj 6 1, а P2j(v) — вероятности недостижения
границы v марковскиими случайными процессами ηj(lj) при 1 < lj 6 Ljmax.
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Аналогично работе [9] имеем

P1j(u) =

u
∫

0

W1j(y, Ljmin) dy, P2j(v) =

v
∫

0

W2j(y, Ljmax) dy, (63)

где W2j(y, lj) — решения прямого уравнения ФПК (18) с коэффициентами (62) при граничных
условиях W2j(y = −∞, lj) = W2j(y = u, lj) = 0 и начальном условии W2j(y, lj = x) = δ(y − u), а
W1j(y, lj) — решения обратного уравнения ФПК

∂W1j(y, lj)

∂lj
+ k1j

∂

∂y

[

W1j(y, lj)
]

+ k2j
1

2

∂2

∂y2

[

W1j(y, lj)
]

= 0 (64)

с коэффициентами (62) при граничных условиях W1j(y = −∞, lj) = W1j(y = v, lj) = 0 и на-
чальном условии W1j(y, lj = x) = δ(y − v). Решая уравнения (18) и (64) методом отражения
с переменой знака [9], подставляя полученные решения в выражения (63), а затем (63) в (61),
находим функцию распределения случайной величины (56):

Fj(x) =























P

[

z20j
4
(x− Ljmin),

z20j
4
(1− x),

z20j
4
(Ljmax − 1)

]

, Ljmin 6 x 6 1;

1− P

[

z20j
4
(Ljmax − 1),

z20j
4
(x− 1),

z20j
4
(x− Ljmin)

]

, 1 < x 6 Ljmax.

(65)

Здесь

P (x1, x2, x3) =
1

2
√
2πx2

∞
∫∫

0

{

exp

[

− (ξ − u)2

8x2

]

− exp

[

− (ξ + u)2

8x2

]}

×

×
{

exp(−u)Φ

(

2x1 − u

2
√
x1

)

+
1√
2πx1

exp

[

− (2x1 + u)2

8x1

]}

exp

(

− ξ − u

2
− x2

2

)

×

×
[

Φ

(√
x3 +

ξ

2
√
x3

)

− exp(−ξ)Φ

(√
x3 −

ξ

2
√
x3

)]

dξ du.

Рассмотрим асимптотическое поведение функции распределения (65) при увеличении ОСШ.
Предполагая, что истинные значения моментов появления и исчезновения являются внутренни-
ми точками своих априорных интервалов и устремляя z0j к бесконечности, находим предельное
выражение для функции распределения (65):

F0j(x) =







P0

[

z20j(1− x)/4
]

, Ljmin 6 x 6 1;

1− P0

[

z2
0j(x− 1)/4

]

, 1 < x 6 Ljmax,

где

P0(x) = P (+∞, x,+∞) =

∞
∫

0

exp(−u)

[

Φ

(

u− 2x

2
√
x

)

− exp(u)Φ

(

− u+ 2x

2
√
x

)

−

− exp(−u+ 4x)Φ

(

u− 6x

2
√
x

)

+ exp(2u+ 4x)Φ

(

− u+ 6x

2
√
x

)]

du,

86 А.П. Трифонов, Ю.Э. Корчагин, С.В. Корольков



Том LX, № 1 Известия вузов. Радиофизика 2017

и предельную плотность вероятности случайных величин (56):

W0j(x) =
3z20j
2

exp(z20j |x− 1|)
[

1− Φ

(

3z0j
2

√

|x− 1|
)]

−
z20j
2

[

1−Φ
(z0j

2

√

|x− 1|
)]

. (66)

Разложим выражение (−1)j Q(θ, θj) в ряд Тейлора по переменной θj в окрестности θ0j и ограни-
чимся в этом разложении членами первого порядка малости:

(−1)j Q(θ, θj) ≈ (−1)j Q(θ, θ0j) + (−1)j ρ2jN0(θj − θ0j)/(2a
2
0Tmax),

где ρ2j = 2f2(θ0j)a
2
0Tmax/N0. Отсюда получаем

lmj − 1 ≈ (−1)j ρ2j(θj − θ0j)/(Tmaxz
2
0j). (67)

Используя выражения (67) и (66), найдём асимптотические значения смещения и рассеяния ква-
зиоптимальных оценок моментов появления и исчезновения радиосигнала (40):

Ba(θ
∗
mj|θ0j) = 0, Va(θ

∗
mj|θ0j) = 26T 2

max/ρ
4
j . (68)

Они совпадают с формулами (31). Как видно из выражения (68), точность квазиоптимальных
оценок моментов появления и исчезновения радиосигнала (40) асимптотически (при увеличении
ОСШ) совпадает с точностью максимально правдоподобных оценок моментов появления и ис-
чезновения радиосигнала с априори известными амплитудой и начальной фазой. Следовательно,
оценки (40) асимптотически являются оценками максимально правдоподобными, а их примене-
ние позволяет существенно упростить техническую реализацию максимально правдоподобного
определителя моментов появления и исчезновения радиосигнала (33).

Таким образом, асимптотические значения рассеяний максимально правдоподобных оценок
моментов появления и исчезновения сигнала с априори известными амплитудой и начальной фа-
зой (31) и асимптотические значения рассеяний квазиоптимальных оценок (68) совпадают. Отсю-
да следует, что асимптотические значения рассеяний максимально правдоподобных оценок (33)
моментов появления и исчезновения сигнала с априори неизвестными амплитудой и начальной
фазой также определяются формулами (31) и (68). Действительно, рассеяние оценок (33) момен-
тов появления и исчезновения сигнала с априори неизвестными амплитудой и начальной фазой
не может быть меньше, чем рассеяние (31) оценок моментов появления и исчезновения сигнала
с априори известными амплитудой и начальной фазой. В то же время рассеяние оценок (33)
не может быть больше, чем рассеяние квазиоптимальных оценок (68).

Следовательно, зависимости, приведённые на рис. 2, 3, характеризуют выигрыш в точно-
сти максимально правдоподобных оценок (33) или квазиоптимальных оценок (40) по сравнению
с квазиправдоподобными оценками (4). Так, например, при δa = 0,5 и ∆ϕ = ±π/8 рассеяние
максимально правдоподобных оценок (33) и квазиоптимальных оценок (40) более чем в 30 раз
меньше, чем рассеяние квазиправдоподобных оценок (4).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Синтезированы квазиправдоподобный, максимально правдоподобный и квазиоптимальный
алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения радиосигнала с произвольной формой
огибающей функции и неизвестными амплитудой и начальной фазой. Найдены асимптотические
характеристики качества фунционирования синтезированных алгоритмов. Наилучшей точно-
стью оценки среди рассмотренных обладает максимально правдоподобный алгоритм, однако
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его техническая или программная реализация является наиболее сложной. Точность более
простого квазиоптимального алгоритма оценки асимптотически совпадает с точностью макси-
мально правдоподобного алгоритма. Показано, что априорное незнание амплитуды и начальной
фазы сигнала при больши́х отношениях сигнал/шум асимптотически не влияет на точность
максимально правдоподобных и квазиоптимальных оценок моментов появления и исчезновения
сигнала. Полученные результаты позволяют сделать обоснованный выбор алгоритма оценки в
зависимости от имеющейся априорной информации об амплитуде и фазе сигнала, а также в
зависимости от требований, предъявляемых к точности оценок и степени простоты реализации
алгоритма.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект 15–11–10022).
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ESTIMATION OF APPEARANSE AND DISAPPEARANSE MOMENTS
OF A RADIO SIGNAL WITH UNKNOWN AMPLITUDE AND INITIAL PHASE

A.P. Trifonov, Yu. E. Korchagin, and S.V.Korolkov

We synthesize the quasi- and maximum-likely and the quasi-optimal algorithms for estimating the
appearance and disappearance moments of a radio signal with an arbitrary shape of the envelope
function and unknown amplitude and initial phase. Asymptotic characteristics of the synthesized-
algorithm functioning efficiency are found.
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