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В настоящей работе представлены описание нового метода измерений акустических свойств сы-

пучих материалов и полученные с помощью этого метода предварительные результаты исследований

модельных гранулированных сред. Последние указывают на перспективность предложенного метода

измерений. Обнаружены неизвестные ранее особенности динамической реакции неконсолидированной

гранулированной среды. Проведены эксперименты по наблюдению медленной релаксации в подобных

средах.

ВВЕ ДЕ НИ Е

Исследование природных материалов в лабораторных условиях, где возможен контроль па-
раметров окружающей среды, позволяет лучше понять их строение и особенности динамической
реакции на внешние воздействия. Значительный интерес, как с точки зрения фундаментальной
науки, так и с точки зрения многочисленных приложений, представляет анализ поведения несвя-
занных (неконсолидированных) сыпучих гранулированных сред, к которым относятся грунты.
Под термином «грунт» понимаются любые горные породы, которые залегают преимущественно
в зоне выветривания и могут быть использованы в качестве оснований, материалов или среды
для различных сооружений [1]. История научного изучения свойств грунтов насчитывает чуть
больше столетия. Обзор существующих методов исследования неконсолидированных материалов
можно найти, например, в [1–3] и ряде оригинальных статей (см., например, обзор [4] и близ-
кие по тематике к данной публикации работы [5, 6], которые кратко обсуждаются в последнем
разделе настоящей статьи).

К наименее изученным явлениям относятся эффекты асимметрии цикла деформирования
(разномодульность и гистерезис в зависимости напряжения от деформации) реакции на длитель-
ные динамические нагрузки. Среди природных сред наиболее сложное и малоизученное поведе-
ние характерно для плотных песков при их насыщении жидкостью и наличия в них небольшого
количества глинистых частиц [2]. Такие особенности структуры грунтов, как соотношение фаз и
структурные связи между отдельными частицами, определяют их деформационно-прочностные
свойства, в частности их динамическую устойчивость.

При создании экспериментальной установки мы планировали использовать её для исследо-
вания упомянутых выше эффектов. Кроме того, наш интерес к рассматриваемой тематике был
связан ещё с несколькими соображениями. Во-первых, для развития натурных методов диагно-
стики и мониторинга состояния природных гранулированных сред необходим поиск надёжных
диагностических признаков, характеризующих внутреннее состояние таких сред. Такой поиск
целесообразно проводить в условиях лаборатории, где возможен контроль термодинамических
параметров исследуемого вещества. Во-вторых, в одном из натурных экспериментов авторского
коллектива [7] были обнаружены эффекты медленной динамики или релаксации с характерной
логарифмической зависимостью скорости волны от времени, которые были связаны с наличием
метастабильных состояний грунта. Время релаксации составляло несколько часов, что, напри-
мер, существенно отличается от результатов натурного эксперимента в работе [8], где возврат к
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исходному состоянию происходил за 10 мин, а сама функциональная зависимость релаксации от
времени напоминает обычную экспоненциальную функцию (анализ функциональной зависимо-
сти авторами [8] не проводился). Имеющиеся данные о релаксации с логарифмической зависи-
мостью измеряемых величин от времени относятся в основном к лабораторным экспериментам
для консолидированных материалов, например горных пород, строительных материалов и дру-
гих подобных структурно-неоднородных сред, см. [9] и приведённые там многочисленные ссылки
на оригинальные работы. Для гранулированных материалов также имеются экспериментальные
данные по медленной релаксации, полученные на их образцах [6, 10]. При этом процессы, рассмот-
ренные в [6], по-видимому, имеют опосредованное отношение к наблюдениям, выполненным в [7],
поскольку они связаны с седиментацией, которая сопровождается растворением мелких зёрен
и образованием связывающего зерна цемента. Данные, представленные в недавней работе [10],
и их соотношение с полученными в настоящей работе результатами подробно обсуждаются ни-
же. Эффекты, наблюдавшиеся в [7], предположительно должны быть связаны с относительным
содержанием жидкости в грунте. Проверить эти соображения проще всего в контролируемых
условиях лаборатории. В-третьих, в литературе имеются свидетельства о воздействии слабых
акустических полей с уровнем деформации ε ∼ 10−8÷10−7 на фильтрационные свойства грану-
лированных сред (например [11]), но при этом существующие модели не в состоянии объяснить
эффекты последействия, т. е. долговременного сохранения повышенной проницаемости такой
среды после отключения акустического воздействия. Мы предполагаем, что обнаруженные в [7]
эффекты логарифмически медленной релаксации метастабильных состояний могут быть ответ-
ственными за существование эффектов «длительной памяти».

Целью данной работы является описание созданной экспериментальной установки для ис-
следования акустических свойств сыпучих сред, сопоставление предложенного подхода с извест-
ными из литературных источников методами и, наконец, анализ полученных предварительных
результатов и обсуждение открывающихся возможностей для дальнейших исследований. Рабо-
та организована следующим образом. В разделе 1 приведён краткий обзор существующих ме-
тодов исследований неконсолидированных сред. При этом наиболее подробно рассматриваются
лабораторные методы. В разделе 2 описывается устройство предложенной экспериментальной
установки, обсуждаются её преимущества. Здесь же приведены результаты калибровок, которые
позволяют оценить точность измерений. В разделе 3 представлены результаты измерений свойств
модельных гранулированных сред — электрокорунда и упаковки стеклянных шариков калибро-
ванного размера при малой амплитуде деформаций. Они показывают воспроизводимость данных
и их согласие с теоретическими моделями. В разделе 4 представлены предварительные результа-
ты исследования нелинейных эффектов и медленной релаксации в модельной гранулированной
среде из стеклянных шариков. Обнаружены интересные и неизвестные ранее зависимости, кото-
рые требуют более детального рассмотрения. И, наконец, в разделе 5 отмечены наиболее важные
предварительные результаты, а также обсуждаются возможности созданной экспериментальной
базы и перспективы исследований.

1. ИЗВЕСТНЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЙ НЕКОНСОЛИДИРОВАННЫХ
СРЕД

Все известные методы исследования неконсолидированных природных сред делятся на ла-
бораторные методы и методы исследования в условиях естественного залегания. Исследования
неконсолидированных сред в натурных условиях относятся к компетенции инженерной сейсми-
ки [12] или сейсмоакустики. Успех и признание комплекса сейсмических методов исследований
обусловлены тем, что они оказались весьма эффективными при решении многих задач, имеющих
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важное значение как при инженерно-геологическом картировании, так и при проведении изыска-
ний для различных видов строительства. Под инженерной сейсмикой или сейсмоакустикой, со-
гласно определению [12], понимается область разведочной геофизики, занимающейся решением
задач инженерной геологии и гидрогеологии с помощью комплекса сейсмических и ультразвуко-
вых методов. Среди способов получения информации о свойствах верхней части геологического
разреза можно выделить межскважинное сейсмоакустическое зондирование. При этом наиболь-
ший интерес представляет распространение сдвиговых волн [2]. Примером подобных исследова-
ний и использования нестандартной для традиционной геофизики обработки сигналов является
недавно опубликованная работа [13]. Также одним из часто используемых в натурных иссле-
дованиях методов является метод SASW или его многоканальная разновидность MASW [14], в
котором из-за малой скорости пробной волны относительно других волновых движений не воз-
никает проблема идентификации [3], а слоистая структура среды определяется по особенностям
дисперсии волны Рэлея [14]. Этот метод также получил развитие в недавней работе авторско-
го коллектива [15], где показана возможность его модификации при использовании векторных
приёмников для измерения коэффициента Пуассона и оценки содержания влаги.

Метод измерения импеданса среды при использовании вибрационного источника был апро-
бирован в [16]. Там же в натурных условиях получены зависимости напряжения от деформации,
что, как уже отмечалось выше, представляет значительный интерес. Наряду с дистанционными
(неразрушающими) методами исследований также широко применяются методы отбора проб, ис-
пользование которых значительно осложнено выполнением требования сохранности структуры
материала [2]. Подробнее с методами натурных исследований природных сред можно ознако-
миться по книгам [2, 3, 12, 17, 18].

Количество лабораторных методов исследования неконсолидированных сред невелико, и в
монографиях [2, 3] приводится всего три метода изучения материалов при малых и умеренных
амплитудах деформации. К ним относятся метод резонансных колонок, ультразвуковое просве-
чивание и изгибное тестирование. Динамическое трёхосное сжатие и динамический крутильный
сдвиг относятся к квазистатическим методам исследования отклика на деформации большой (до
10%) амплитуды. Эти методы в основном направлены на определение долговременной устойчи-
вости инженерных сооружений при сейсмических воздействиях. Поскольку натурные сейсмоаку-
стические измерения проводятся чаще всего при малых и умеренных амплитудах деформаций, то
наибольший интерес с точки зрения сравнения их результатов с лабораторными экспериментами,
представляют методы анализа динамических откликов в лабораторных условиях для таких же
амплитуд деформаций, что и в натурных экспериментах. Предложенная нами схема измерений
позволяет работать при изменении деформаций в широких пределах, отвечающих ε ∼ 10−9÷10−4.
При этом амплитуды деформаций ε & 10−6 относятся к области конечных деформаций, где про-
являются необычные свойства гранулированных сред [9]. Таким образом, предлагаемая схема
измерений позволяет проводить экспериментальные исследования для всех представляющих ин-
терес амплитуд деформаций.

На методе резонансных колонок следует остановиться подробнее, поскольку он идеологиче-
ски близок к предлагаемому нами методу исследований. Принцип этого метода объясняется в
классическом труде Терцаги [19]. Краткий обзор с описанием различных вариантов его реали-
зации представлен в [2]. В методе резонансных колонок образец исследуемого сыпучего мате-
риала помещается между вертикально расположенными мягкими мембранами, образующими в
сечении кольца. Жёсткость мембран предполагается малой по сравнению с жёсткостью исследу-
емого материала. Верхние и нижние оконечности мембран надеваются на металлические кольца
с фланцами, которые обеспечивают выполнение граничных условий Неймана, поскольку импе-
данс оконечностей значительно превышает импеданс материала, ограниченного мембранами. Ре-
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зонансные частоты продольных и крутильных колебаний полуволнового резонатора позволяют
определить скорости волн и коэффициенты затухания при известных размерах колонки. Харак-
терные размеры резонатора (колонки) составляют [2]: r2 = 7,7 см, r2 − r1 = 3 см, L = 37 см, где
r1 и r2 — внутренний и внешний радиусы мембран, между которыми расположен испытуемый
образец, L — длина образца.

Достоинством этого широко используемого метода является возможность проводить измере-
ния при действии гидростатического давления на внутреннюю и внешнюю мембраны и осевого
сжатия. Кроме того, система трубочек, проходящих через фланцы, позволяет осуществить насы-
щение исследуемого материала жидкостью. Таким образом, с помощью указанного метода воз-
можно моделирование напряжённого состояния грунта в условиях его естественного залегания
при изменении степени его насыщения жидкостью.

К недостаткам метода резонансных колонок можно отнести, во-первых, необходимость тща-
тельной подготовки образца, который вырезается из грунта, и, во-вторых, неоднородность де-
формаций вдоль образца и в радиальном направлении. Неоднородность деформации в осевом
направлении связана с равенством удвоенной длины резонатора и длины волны соответству-
ющего типа колебаний (продольных или сдвиговых). Кроме того, имеет место неоднородность
деформаций и в поперечном направлении, поскольку поперечный волновой размер не мал. Дей-
ствительно, для характерных радиусов резонансной колонки поперечный волновой размер равен
πr1,2/L ≈ 0,4÷0,7. Кроме того, на наш взгляд, метод резонансных колонок не вполне пригоден
для совместного анализа и сравнения данных натурных и лабораторных измерений. Например,
резонансная частота для песка, в котором скорость продольной волны VP = 488 м/с [20], соста-
вит f = VP /(2L) ≈ 650 Гц, что существенно превышает сейсмические частоты. При разработке
и создании экспериментальной установки для исследования сыпучих сред мы стремились свести
отклонение деформации от однородной к минимальной возможной величине. Поскольку частот-
ные измерения являются одними из наиболее точных, целесообразно рассмотреть резонансные
методы измерения. При этом конструкция, рассмотренная ниже, позволяет получать данные в
диапазоне частот 100÷200 Гц, а при увеличении элементов инерции и ниже, что близко к часто-
там натурных сейсмоакустических измерений.

2. ПРЕДЛАГАЕМЫЙ МЕТОД ИЗМЕРЕНИЙ

Для уменьшения неоднородности деформаций естественно использовать схему физического
маятника, где элементом упругости является исследуемый материал, а элемент инерции выпол-
нен из жёсткого материала, например стали. Таким образом, подбирая величину инерции, можно
управлять частотой и обеспечить однородность деформации исследуемого материала. Подобные
схемы измерений свойств материалов не новы и широко используются, например, для иссле-
дования свойств консолидированных горных пород (метод продольного и крутильного маятни-
ков) [21].

В случае сыпучих материалов, отличающихся малой прочностью связей и неспособностью вы-
держать без разрушения статические усилия со стороны элемента инерции, прямое копирование
известных методов невозможно. В этом случае необходим контейнер, который предназначен для
удержания элемента инерции в равновесии с полем тяжести. Сами измерения свойств материала,
заполняющего контейнер, становятся разностными, т. е. материальные параметры сыпучей среды
определяются различием резонансных частот и добротностей колебаний заполненного и пустого
контейнеров (рис. 1). На нём механические параметры контейнера (модуль сдвига G, коэффици-
ент Пуассона ν и модуль Юнга E) обозначены величинами без индексов, механические параметры
заполнения, которые необходимо измерить, — величинами с индексом «1»: G1, ν1, E1. Посколь-
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ку измерения разностные, характеристики мате-

Рис. 1. Блок-схема измерений: 1 — продольные ко-
лебания, 2 — крутильные колебания

риала контейнера должны быть известны или из-
мерены с высокой точностью. В данном случае
они были измерены методом резонансной акусти-
ческой спектроскопии [22, 23]. Также необходимо
обеспечить возможность одновременного иссле-
дования как деформаций с изменением объёма,
так и деформаций сдвига.

При кажущейся простоте идеи измерений
её реализация оказалась очень сложной. Во-пер-
вых, жёсткость контейнера должна быть малой,
чтобы его заполнение приводило к заметным из-
менениям резонансных частот. Во-вторых, проч-
ность контейнера должна быть достаточной, что-
бы выдержать вес элемента инерции и создава-
емое внутри него давление при моделировании
условий реального залегания сыпучего матери-
ала на глубинах порядка 10 м. И, наконец, в-
третьих, материал, из которого изготовлен кон-
тейнер, должен лишь в малой степени поглощать
колебания, чтобы обеспечить возможность досто-
верного измерения параметров их затухания в
сыпучем материале. С точки зрения материало-
ведения перечисленные выше требования проти-
воречивы (см., например, [24]): первое требова-
ние фактически исключает использование металлов, второе и третье требования сильно ограни-
чивают выбор материалов среди пластиков. В результате долгих поисков и пробных эксперимен-
тов с различными видами последних было установлено, что наиболее подходящим материалом
для изготовления контейнера является полистирол.

Геометрия задачи показана на рис. 1. Для увеличения чувствительности резонансных частот
к параметрам содержимого контейнера толщина его стенок была выбрана минимальной возмож-
ной с учётом требований на прочность. Средний диаметр контейнера 2R = 47 мм, толщина его
стенок h = 2 мм и высота контейнера L = 180 мм. При выполнении условия h/R ≃ 0,085 ≪ 1
продольные и крутильные колебания контейнера с азимутально-симметричным распределением
всех величин относительно оси вращения могут рассматриваться в рамках теории тонких обо-
лочек вращения [25]. При этом в интересующей нас области частот члены, ответственные за
изгиб срединной поверхности, могут быть опущены. Использование теории тонких оболочек су-
щественно упрощает рассмотрение задачи о колебаниях трубы с упругим заполнением, поскольку
граничные условия непрерывности напряжений на внутренней стенке контейнера и равенства ну-
лю напряжений на внешней поверхности заменяются на граничные условия импедансного типа
на внутренней поверхности. В результате ранг соответствующих матричных уравнений уменьша-
ется на 4 в случае продольных деформаций и на 2 в случае деформаций кручения. Это позволяет
получить аналитические выражения для жёсткости при растяжении и кручении.

Коротко опишем схему рассуждений. Уравнения независящих от угла θ колебаний контей-
нера из полистирола, рассматриваемого как тонкостенная цилиндрическая оболочка, имеют вид
(члены, пропорциональные h2/R2, опущены) [25, 26]
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где Es = E/(1 − ν2), σ+ij отвечают напряжениям на внешней поверхности r = R + h/2, σ−ij —
напряжениям на внутренней поверхности [26]. Отметим, что величина Es(1− ν)/2 = E/[2 (1+ ν)]
равна модулю сдвига материала оболочки G. Таким образом, крутильные колебания являют-
ся полностью независимыми от остальных проекций смещений. Силы, приложенные к внешней
поверхности контейнера, очевидно, отсутствуют: σ+ij = 0.

Деформации заполнения контейнера можно описать через скалярный и векторный потенциа-
лы смещений. Соответствующие выражения мы опустим, поскольку запись волновых уравнений
в цилиндрических координатах можно найти во многих книгах, например в [27]. В результате σ−ij
будет выражено через смещения заполнения при r = R− h/2. С другой стороны, уравнения (1),
(2) и (3) также позволяют записать связь между σ−ij и проекциями смещения. В силу малой тол-
щины h≪ R проекции смещения с точностью до членов порядка h/R на срединной и внутренней
поверхностях оболочки одинаковы. Соответствующие уравнения по сути определяют граничные
условия импедансного типа для внутренней области (заполнения) и их появление связано с тем,
что в основе теории колебаний тонких оболочек лежит представление о замене тонкостенной обо-
лочки поверхностью с нулевой толщиной, имеющей конечную жёсткость на растяжение, сдвиг и
кручение.

Опуская громоздкие промежуточные выкладки, запишем конечные выражения для продоль-
ной и крутильной жёсткостей в случае однородной деформации:
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L
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где S0 = 2πRh — площадь поперечного сечения контейнера, S1 = πR2 — площадь поперечного
сечения области, заполненной исследуемым материалом, G = E/[2 (1 + ν)], G1 = E1/[2 (1 + ν1)].
Выражения (4) и (5) справедливы при выполнении условия χ = ωR/V1S ≪ 1, где V1S — скорость
волны сдвига в материале заполнения (гранулированной среде) контейнера. В этом случае поле
смещений и напряжений однородно в поперечном сечении и, измеряя ускорение контейнера, мож-
но определить макроскопические величины смещения и деформации внутри гранулированного
материала. Несложные оценки показывают, что волновой параметр χ в области резонансных ча-
стот маятника равен единице при V1S ≈ 15 м/с, что отвечает практически полному отсутствию
связей внутри гранулированной среды, т. е. её разжижению.

Внешний вид физического маятника для измерения параметров сыпучих сред показан на
рис. 2. Возбуждение осуществляется парой электромагнитов, ориентированных под углом 45◦

относительно оси колебательной системы (один из магнитов показан на рис. 2в). При этом ампли-
туды сил, создаваемых магнитами, согласованы таким образом, чтобы максимально эффективно
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Рис. 2. Внешний вид экспериментальной установки на основе физического маятника (а): 1 — пор-
шень с грузом, 2 — опорная масса, 3 — контейнер. На панелях (б), (в) и (г) показаны элементы
системы регистрации (акселерометр), возбуждения и устройства температурной изоляции соответ-
ственно

возбудить продольные и крутильные колебания. Различие резонансных частот позволяет иссле-
довать реакцию гранулированной среды на деформации сжатия и растяжения, а также сдвига.
Регистрация колебаний осуществляется двумя акселерометрами, также ориентированными под
углом 45◦ относительно оси симметрии (рис. 2б). Сигналы с акселерометров суммируются в трак-
те предварительного усиления таким образом, чтобы ускорения, отвечающие продольным и кру-
тильным колебаниям складывались, а сигналы, отвечающие несимметричным модам сдвига вы-
читались, т. е. подавлялись. Верхняя часть колебательной системы жёстко соединена с элементом
инерции, который имеет массу 60 кг. Эта масса существенно больше массы нижней подвижной
части и имеет динамическую виброизоляцию (рис. 2а) от несущих элементов конструкции.

Для уменьшения потоков тепла через верхний и нижний элементы инерции были использова-
ны теплоизоляторы из нержавеющей стали (рис. 2). Использование тепловой развязки и помеще-
ние экспериментальной установки в термостат ТВЛ-К170 позволило поддерживать температуру
в контейнере с точностью ±0,01 ◦C в течение продолжительного времени. Температура реги-
стрировалась с помощью платинового сопротивления RTD производства фирмы «Honeywell» и
цифрового мультиметра «Agilent 34410A», данные с которого поступают в компьютер. На рис. 3
показана типичная запись измерения температуры. Осцилляции с коротким периодом связаны с
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Рис. 3. Стабильность поддержания температуры

включением и выключением термостата, вариации с характерными временами около часа связа-
ны с изменением температуры в помещении, где установлен термостат.

Поддержание стабильной температуры важно при исследовании зависимостей свойств грану-
лированной среды от давления, сжимающего упаковку зёрен. Вариации радиального давления
σrr, обусловленного изменением радиуса цилиндрической трубы контейнера из-за колебаний тем-
пературы, равны

∆σrr =
EhαT ∆T

(1− ν2)R
, (6)

где αT — коэффициент теплового расширения полистирола, ∆T = 0,01 ◦С — нестабильность
температуры. Измеренная величина коэффициента теплового расширения полистирола, из кото-
рого изготовлен контейнер, равна αT = (7,2± 0,5) · 10−5. Расчёт по формуле (6) для параметров
полистирола (см. ниже) показывает, что достигнутая стабильность поддержания температуры
обеспечивает постоянство давления в упаковке ∆σrr ≈ ∆P = 2,64 · 104 ∆T ≈ 260 Па, что состав-
ляет приблизительно 1% от максимального давления сжатия зёрен в упаковке (см. ниже).

Вековое уравнение, определяющее собственные частоты продольных и крутильных колебаний
стержня с одним зажатым концом и другим концом, нагруженным на элемент инерции, выглядит
следующим образом (см., например, [28]):

cos ξ = µξ sin ξ, (7)

где ξ — волновая длина стержня (контейнера), µ — нормированная на массу контейнера масса
элемента инерции (в случае крутильных колебаний — отношение соответствующих моментов
инерции). При µ = 0 получаем уравнение, соответствующее четвертьволновому резонатору: ξ =
= π/2+πn, n = 0, 1, . . . . Для величин µ≫ 1 фундаментальная частота стремится к нулю, и после
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разложения (7) в ряд Тейлора получаем ξ ≈
√

2/(1 + 2µ). Однородность деформаций вдоль оси
симметрии определяется разностью ǫ = ξ − sin ξ, откуда при заданном ǫ после разложения sin ξ
в ряд Тейлора следует ограничение на волновую длину ξ = 3

√
6ǫ. Зададим для определённости

величину ǫ = 1%, при этом волновая длина физического маятника ξ ≈ 0,39. Данной величине ξ
отвечает безразмерный параметр µ ≈ 6. Таким образом, при массе (моменте инерции) элемента
инерции маятника, в 6 раз большей массы упругого элемента, его деформация будет однородной
по оси симметрии с точностью 1%.

Отклонение от однородности деформаций в поперечном сечении определяется относитель-
ной разностью скорости V0 продольной волны в (бесконечно) тонком стержне и величины VE,
отвечающей конечному поперечному волновому размеру (уравнение Похгамера—Кри [27]):

VE = V0

[

1−
(

νξD

L

)2
]

или ǫ ≡
∣

∣

∣

∣

VE − V0
V0

∣

∣

∣

∣

=

(

νξD

L

)2

, (8)

где D — диаметр трубы, L — длина трубы, ν — коэффициент Пуассона. Определив ǫ . 1%, при
заданном выше значении ξ получаем искомое отношение диаметра контейнера к его длине:D/L .

. 1. Таким образом, при правильном выборе элемента инерции и отношения длины резонатора
к его диаметру можно обеспечить однородность деформации с наперёд заданной точностью.

Материальные параметры заполнения определяются следующим образом. Собственные ча-
стоты продольных и крутильных колебаний контейнера без заполнения равны

ω2
0P =

ES0
ML

2µ0
2µ0 + 1

, ω2
0S =

2πR3hG

JL

2µ0J
2µ0J + 1

, (9)

где M , J — масса и момент инерции маятника, µ0 — отношение массы маятника к массе контей-
нера без заполнения, µ0J — отношение момента инерции маятника к моменту инерции контейнера
без заполнения.

При заполнении контейнера собственные частоты продольных и крутильных колебаний опре-
деляются выражениями

ω2
P =

KP

M

2µ

2µ+ 1
, ω2

S =
KS

J

2µJ
2µJ + 1

, (10)

где µ — отношение массы маятника к массе контейнера с заполнением, µJ — отношение момента
инерции маятника к моменту инерции контейнера с заполнением. Эти величины вычисляются по
измеренной объёмной плотности гранулированного материала.

Для определения параметров заполнения G1 и ν1 следует рассмотреть две безразмерные ча-
стоты ΩP = ωP/ω0P и ΩS = ωS/ω0S, уравнения для которых с учётом (4) и (5) запишутся следу-
ющим образом:

Ω2
P =

{

1 +
E1ν (1− ν1)

2E (1− ν) (1− 2ν1) (1 + ν1)
+

+
E1S1

ES0 (1− 2ν1) (1 + ν1)

[

3− ν1 − 4νν1 +
E1R (1− ν2)

Eh

]}

×

×
[

1 +
E1R (1− ν2)

Eh (1 + ν1) (1 − 2ν1)

]

−1
µ (2µ0 + 1)

µ0 (2µ+ 1)
, (11)

Ω2
S =

4Gh +G1R

4Gh

µJ (2µ0J + 1)

µ0J (2µJ + 1)
. (12)
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Уравнения (11) и (12) должны решаться совместно относительно величин G1, E1, ν1 при заданных
Ω2
P и Ω2

S, полученных в результате измерений. Величина модуля сдвига элементарно определя-
ется из уравнения (12). Затем, используя связь между модулем сдвига и модулем Юнга [27],
E1 = 2G1 (1+ ν1), методом деления отрезка пополам в интервале физически возможных величин
коэффициента Пуассона ν1 ∈ [−1,+1/2] осуществляется поиск величины ν1, которой отвечает ра-
венство (11). Фактор потерь или обратная величина добротности колебаний в гранулированной
среде вычисляется путём формальной замены всех модулей упругости на комплексные вели-
чины [29] с последующим вычислением поправок. Мнимые части измеренных частот связаны с
добротностью колебаний очевидным соотношением Q = Re(ω)/[2Im(ω)]. При исследовании грану-
лированных материалов наибольший интерес представляют модуль сдвига G1 и модуль объёмной
жёсткости K1 = 2G1 (1+ ν1)/[3 (1− 2ν1)], зависимости которых представлены на графиках ниже.

Поскольку одной из целей лабораторного эксперимента является моделирование условий на-
турных измерений, часто́ты колебаний желательно выбрать максимально приближёнными к на-
турным данным, т. е. порядка 100 Гц. Оценки по формулам (11) и (12) для параметров полисти-
рола приводят к величинам резонансных частот кручения порядка 100 Гц и продольного расши-
рения и сжатия порядка 200 Гц. Важным вопросом является возможность достоверного измере-
ния параметров содержимого контейнера. Задавая параметры гранулированной среды такими,
какими они являются в условиях естественного залегания [16], получаем оценки относительных
изменений резонансных частот по формулам (11) и (12). Они составляют 9% для кручения и 12%
для продольных деформаций. Относительная погрешность измерения частот при использовании
метода согласованной фильтрации [30], который используется в обработке данных, составляет
0,01% и менее, что позволяет получать достоверную информацию о свойствах сыпучей среды.

Выше отмечалось, что одним из недостатков метода резонансных колонок является неодно-
родность поля деформаций, вызванная как характером колебаний в полуволновом резонаторе,
так и краевыми эффектами. В рассматриваемой схеме измерений неоднородность поля дефор-
маций может возникнуть исключительно из-за краевых эффектов. Последние связаны с кон-
струкцией маятника и ограничением радиальных перемещений при z = 0 и z = L. Выражение
(4) получено в предположении, что внешняя граница свободна от напряжений по всей площади,
т. е. на всей внешней поверхности σrr = 0. Локальные изменения поля деформаций связаны с
возбуждением изгибных деформаций на частотах ниже критической частоты распространения
изгибных волн. Поскольку эти деформации имеют большой декремент, они оказываются силь-
но локализованными: характерный пространственный масштаб их затухания в exp(1) ≈ 2,7 раз
равен Λ =

√
Rh/(2π 4

√
3) ∼ 0,006L. Оценки показывают, что поправка к жёсткости продольной

моды составит величину δKP ≈ 1,5% при учёте возмущений при z = 0 и z = L. Таким образом,
предложенный способ измерений оказывается практически свободным от недостатков, присущих
методу резонансных колонок.

Были проведены три процедуры калибровки. Как видно из выражений (11) и (12), предлагае-
мый метод является разностным, и абсолютные величины G1 и K1 выражаются через параметры
материала контейнера E и ν. Эти величины были измерены с относительной точностью не хуже
1% методом резонансной акустической спектроскопии [22, 23]. Измеренные величины модулей
упругости и коэффициентов вязкости полистирола составили: C11 = 6,02±0,09 ГПа, C44 = 1,39±
± 0,003 ГПа, η11 = (5,7 ± 0,9) · 10−3, η44 = (4,7 ± 0,8) · 10−3. Здесь использованы стандартные
обозначения для тензора упругости и коэффициентов вязкости [29]. Измеренные с погрешно-
стью около 1% модуль Юнга и коэффициент Пуассона полистирола равны E = 3,78 ГПа и
ν = 0,35. Плотность полистирола составляет ρ = 1,052 г/см3 при относительной точности изме-
рений примерно 10−4. Добротность продольных и крутильных колебаний физического маятника
в отсутствие заполнения контейнера практически совпадает с добротностью полистирола при со-
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ответствующих типах деформации, что указывает на минимальное влияние проскальзывания в
элементах сочленения. Сравнение вычисленных и измеренных резонансных частот продольных
и крутильных колебаний позволило определить точные значения M и J . Точный расчёт этих
величин невозможен, т. к. элемент инерции состоит из множества деталей и резьбовых соеди-
нений. Погрешность геометрических размеров контейнера при изготовлении составила 0,01 мм.
Максимальная относительная погрешность измерения размеров контейнера определяется отно-
сительной погрешностью измерения толщины стенок h и составляет 0,5%. Таким образом, оценка
суммарной погрешности измерений модулей K1 и G1 составляет около 2%.

Во второй процедуре калибровки были проведены измерения коэффициента затухания кру-
тильных колебаний на эталонном теле — глицерине с количественно известной небольшой при-
месью воды, что позволило определить коэффициент его вязкости и сравнить его с табличным
значением. Измеренная величина кинематической вязкости глицерина νg = 5,85 ± 0,05 см2/с, а
данные работы [31] для температуры T = 22,5 ◦C и содержания воды в глицерине 2,2%, что от-
вечает условиям калибровочных измерений, дают кинематическую вязкость νg = 5,5± 0,3 см2/с.
Нетрудно видеть, что предложенный метод позволяет проводить абсолютные измерения вязкости
и обеспечивает точность около 1%.

Наконец, третья процедура калибровки была направлена на определение амплитудных соот-
ношений. С использованием стандартного вибрационного стола B&K4291 были найдены точные
значения коэффициентов связи между амплитудой ускорения и напряжением на выходе согласу-
ющих усилителей. Аналогичная процедура была выполнена для сигналов силы с использованием
измеренных ранее величин M и J . Проведение такой калибровки позволило измерять величины
деформации, что важно в исследованиях динамических реакций гранулированных сред.

В рассматриваемом методе измерений упаковка гранул рассматривается как эффективно од-
нородная и безграничная среда, поэтому количество зёрен должно быть достаточно большим.
Критерий возможности перехода к эффективно безграничной среде исследовался ранее, и было
установлено, что акустические характеристики не зависят от масштаба усреднения при 2Rg/L≪
≪ 1, где 2Rg — характерный диаметр (размер) зерна, L — характерный масштаб усреднения
(в данном случае минимальный характерный размер контейнера). При исследовании динамики
(например разжижения) гранулированной среды размер сосуда должен быть больше толщины
пограничного слоя, который составляет величину порядка десяти диаметров гранул [32]. Сле-
довательно, при исследовании течения гранулированной среды поперечный размер контейнера
должен быть приблизительно на порядок больше, т. е. D/(2Rg) ∼ 100. В отсутствие течений
гранулированной среды, например при исследовании таких характеристик, как скорости распро-
странения волн, масштаб усреднения должен в 100 раз превышать размер зёрен, чтобы откло-
нение от асимптотического значения, отвечающего эффективно безграничной среде, составляло
не более 1% [33]. Таким образом, при использовании гранулированных сред с размерами зёрен
2Rg . 0,5 мм предложенный способ измерений позволяет проводить исследования в широком
диапазоне амплитуд деформаций вплоть до появления течения.

Следует отметить, что для мелкодисперсных порошков с размером гранул 10 мкм и менее
характерно проявление поверхностных эффектов, связанных с зарядом поверхностей, сильной
адсорбцией жидкости или паров воды, появлением двойного электрического слоя и взаимодей-
ствия за счёт сил Ван-дер-Ваальса [34, 35]. Результаты экспериментальных исследований, пред-
ставленные ниже, получены для гранул с размерами более сотни микрон. Поэтому особенности,
характерные для мелкодисперсных сред, в них не проявляются или, по крайней мере, не являются
значимыми. Поэтому влажность в ходе описываемых ниже экспериментов не контролировалась.
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3. ЗАВИСИМОСТЬ МОДУЛЕЙ УПРУГОСТИ МОДЕЛЬНЫХ СРЕД
ОТ ДАВЛЕНИЯ

Известно, что при контакте шероховатых поверхностей площадь реального или физическо-
го контакта прямо пропорциональна силе, сжимающей тела с неровной поверхностью [36]. Этот
факт объясняет существование закона Амонтона для сухого трения. При использовании вибраци-
онного уплотнения зависимость характеристик упаковки гладких зёрен от давления описывается
теорией Герца и жёсткость пропорциональна кубическому корню из силы, сжимающей зёрна.
Появление пропорциональности квадратному корню из силы в ряде экспериментов связывается
с рыхлостью упаковки [33, 37]. Ультразвуковые импульсные измерения показывают, что вибраци-
онное уплотнение позволяет наблюдать зависимость Герца, начиная с малых величин сил, сжи-
мающих зёрна [38]. Структура рыхлой упаковки, получаемая после засыпания гранулированного
материала в контейнер, может сильно изменяться под действием внешних вибраций. Поэтому
перед измерениями проводилось вибрационное уплотнение. Повторение процедуры уплотнения
несколько раз позволило сделать вывод о воспроизводимости результатов. Таким образом, изме-
рения зависимости модулей упругости от давления для двух модельных сред позволяют оценить
возможность использования предложенного метода для планируемых исследований динамиче-
ских характеристик, эффектов релаксации и насыщения жидкостью, в том числе и для образцов
грунта с места проведения натурных экспериментов [7, 16].

Отметим, что вибрационное уплотнение, которое было проведено перед измерениями, не при-
водило к появлению существенного градиента плотности. Сегрегация возможна за счёт диффузии
и течения зёрен [39]. Из-за того, что динамическая сила в нашем эксперименте была на порядок
меньше силы статического сжатия, макроскопическое перемещение отсутствовало, а диффузия
крупных фракций была ограничена масштабом порядка диаметра зерна. Просачивание через ске-
лет возможно только для очень маленьких зёрен, относительное количество которых составляло
менее 5%. Таким образом, градиент плотности, обусловленный перемещением мелких гранул,
мог возникнуть только в нижней части установки. Размер этой области, очевидно, был мал и не
сказывался на результатах измерений.

Упаковка электрокорунда является моделью гранулированной среды с неровными (шерохова-
тыми) зёрнами. Упаковка стеклянных шариков представляет собой модель гранулированной сре-
ды, состоящей из гладких зёрен. Электрокорунд, использованный в экспериментах, представляет
собой абразив для шлифовки оптических поверхностей и состоит из обломочного материала, для
которого стандарт определяет малый разброс размеров зёрен. Электрокорунд марки 25А-85Ф со-
держит не более 25% зёрен с размерами больше 212 мкм, не более 40% зёрен с размерами больше
180 мкм, а зёрен с размерами 150÷180 мкм в нём должно быть не менее 65%. Содержание более
мелких фракций не декларируется, а зёрна с размерами 300 мкм и более должны отсутствовать
(см. ГОСТ 3647-80).

На рис. 4 показаны микрофотографии модельных сред, сделанные цифровой зеркальной ка-
мерой через фотографический канал микроскопа МСП-2. Анализ изображений показал, что раз-
решение микрофотографий на рис. 4 составляет около 1 мкм. Это позволяет утверждать, что
поверхность зёрен электрокорунда сильно изрезанная (шероховатая), а сами неровности имеют
характерные масштабы от размера зёрен до микрометров и, по-видимому, более малых величин.
Микрофотография стеклянных шариков указывает на гладкость их поверхности, по крайней
мере, вплоть до микронных масштабов. Видимые на фотографии пузырьки воздуха находятся
внутри шаров и не выходят на их поверхности. Их появление связано с технологией производ-
ства шаров, состоящей в быстром остывании расплава (см. подробнее на сайте производите-
ля [40]). Величина сжатия шаров в области контакта составляет величину порядка 10 нм, и по-
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Рис. 4. На панели (а) изображены частицы электрокорунда 25А-85Ф, на панели (б) — стеклянные
шарики СМШ-3 [40]. Размеры изображения 1× 1 мм

этому наличие пузырьков воздуха, находящихся на глубине в несколько микрон и более от поверх-
ности, не влияет на результаты измерений. Размер зёрен электрокорунда по результатам анализа
изображений равен 200 ± 40 мкм, что согласуется с требованием стандарта. Размер стеклянных
шариков СМШ-3 согласно данным производителя варьируется в пределах 200÷450 мкм. Анализ
под микроскопом указывает на то, что шары имеют в основном размер около 450 мкм с небольши-
ми вариациями, а мелкие гранулы встречаются редко (их относительное количество составляет
несколько процентов от общего числа частиц) и представляют собой вытянутые образования. Их
появление связано, по-видимому, с дефектами при производстве. Размеры зёрен удовлетворяют
критерию перехода к эффективно безграничной однородной гранулированной среде.

Жёсткость гранулированной среды существенным образом зависит от её пористости, которая
определяет степень рыхлости упаковки или качество связей между зёрнами. В работе [41] доказа-
но, что после длительного вибрационного уплотнения упаковка гранул отвечает так называемой
плотной случайной упаковке (RCP), для которой характерна пористость φ = 36%. Мы убедились,
что трёхкратное повторение процедуры заполнения контейнера гранулированным материалом с
последующим вибрационным уплотнением, которое представляло собой долговременное возбуж-
дение продольного резонанса с амплитудой деформаций порядка 10−4, приводило к одной и той
же величине пористости φ = 36 ± 1%. Заметим, что исходная (насыпная) пористость упаков-
ки электрокорунда равна φ0 ≈ 50%. Аналогичные результаты были получены и для упаковки
стеклянных шариков. Таким образом, имеется воспроизводимость структуры гранулированного
материала.

На рис. 5 представлена измеренная зависимость модулей объёмной жёсткости K1 и сдвига
G1 упаковки зёрен электрокорунда от давления, сжимающего гранулированную среду. Здесь же
представлена зависимость коэффициента Пуассона, отвечающего измеренным величинам K1 и
G1. Пунктирными линиями показаны линейные регрессии. Полученные линейные зависимости
указывают на значительную роль шероховатости поверхности контактирующих зёрен.

Отличие от нуля величин K1 и G1 при нулевом давлении связано с наличием дополнительного
напряжения, действующего на зёрна в упаковке. Его величина, полученная на основе экстраполя-
ции линейных регрессионных зависимостей, составляет в среднем p0 = 42 кПа. Причина появле-
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ния этого давления до конца не выяснена. Наибо-

Рис. 5. Зависимость модулей упругости гранули-
рованной среды из частиц электрокорунда от дав-
ления, сжимающего зерна. Кружки отвечают K,
квадратики — G, крестики — ν, пунктирные ли-
нии — линейным регрессиям, сплошная линия со-
ответствует оценке

лее вероятным объяснением его наличия может
быть возникновение жёстких сцеплений неров-
ных поверхностей в процессе вибрационного уп-
лотнения, для которого измеренная амплитуда
деформации контейнера составляла величину по-
рядка 10−4. Появляющееся переменное напряже-
ние σrr можно оценить по формуле (6), где ве-
личина α∆T должна быть заменена на дефор-
мацию ε. В процессе вибрационного уплотнения
зёрна электрокорунда, которые имеют непра-
вильную форму (рис. 4), могут поворачиваться
на небольшие углы при отрицательном давлении.
Из-за большой жёсткости и неровности поверх-
ности зёрен они жёстко сцепляются, и в фазе
сжатия возврат в исходное состояние становится
невозможным. Величине дополнительного давле-
ния p0 отвечает «запоминание» деформации ε0 =
= 10−4, действовавшей в момент вибрационного
уплотнения. В дальнейшем мы планируем иссле-
довать этот вопрос более детально и проверить
предложенную гипотезу. Отметим, что появле-
ние дополнительного давления сжатия зёрен, на-
блюдавшееся в работах [5, 6], связано с упоминав-

шимися выше особенностями для мелкодисперсных порошков и существенно меньше измеренной
нами величины p0.

Жёсткость упаковки гладких зёрен определяется хорошо известными выражениями [29]:

K1 =
C (1− φ)

12πRg
Sn, G1 =

C (1− φ)

20πRg

(

Sn +
3Sτ
2

)

, (13)

Sn =
4Gga

1− νg
, Sτ =

8Gga

2− νg
, (14)

a = Rg
3

√

3π (1− νg) p

2C (1− φ)Gg
, (15)

где C — координационное число, т. е. число контактов каждого зерна с соседними, φ — пористость,
Rg — радиус зерна, p — гидростатическое давление, a — радиус пятна контакта, Gg и νg — модуль
сдвига и коэффициент Пуассона материала зёрен. Для плотной случайной упаковки значения
величин φ = 0,36 и C = 9. Коэффициент Пуассона упаковки определяется модулем объёмной
жёсткости и модулем сдвига. Запишем выражение для эффективного коэффициента Пуассона
упаковки:

ν1 =
νg

10− 6νg
. (16)

Для корунда с νg = 0,23 ожидаемый коэффициент Пуассона упаковки составит ν1 = 0,027.
Нетрудно видеть, что имеется удовлетворительное согласие с экспериментальными данными.
Поскольку каждый микроскопический контакт характеризуется одним и тем же коэффициен-
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том Пуассона, усреднённая по объёму величина последнего при наличии шероховатости зёрен не
должна изменяться.

Оценка модулей объёмной жёсткости и сдвига по формулам (13) для зёрен корунда из ма-
териала с параметрами Gg = 163 ГПа и νg = 0,23 приводит к величинам K1 = 0,83 ГПа и
G1 = 1,15 ГПа для давления p + p0 = 69 кПа (последняя точка на графиках на рис. 5). Эти
значения приблизительно в 27 раз превышают измеренные величины, что указывает на пропор-
циональное уменьшение площади физического контакта из-за неровности поверхности. Площадь
контакта шероховатых поверхностей равна [36]

A

A0
=

√

πℓ

r0

p

E∗
, (17)

где A — площадь физического контакта шероховатых плоских поверхностей, A0 — номинальная
площадь контакта идеально гладких плоских поверхностей, ℓ — характерная высота неровностей,
r0 — средний радиус кривизны неровностей в области контакта, p̄ — среднее давление на пло-
щади A0, E

∗ = Eg/(1− ν2g ). Выражение (17) отвечает экспоненциальной функции распределения
неровностей по высоте (см. ниже выражение (19)). Изменение функции распределения приводит
к несущественной вариации числовых констант в выражении (17).

Оценим величину нормальной жёсткости Sn при контакте шероховатых поверхностей и ха-
рактерную высоту неровностей, которым отвечает измеренная зависимость модулей упругости
гранулированной среды от давления. Предположим, что число неровностей на площади контакта
абсолютно гладких шаров πa2 велико: πNa2 ≫ 1, где N — число неровностей на единицу пло-
щади. Если рассмотреть неровности в виде шаровых сегментов-выступов, плотно прилегающих
друг к другу, то нетрудно показать, что N ∼ 1/(2r0ℓ), где r0 — радиус кривизны выступа, ℓ — его
высота. Оценка по формуле (15) показывает, что давлению p0 отвечает радиус пятна контакта
a ∼ 0,5 мкм. В рамках теории Герца сближение центров зёрен корунда, рассматриваемых как
гладкие шары с радиусами Rg = 100 мкм, составляет δ = a2/Rg ∼ 3 нм. При характерной высоте
неровностей ℓ ≫ δ влияние шероховатости становится значимым, а размер пятна контакта воз-
растает приблизительно прямо пропорционально ℓ/δ [36]. Предположение о высокой плотности
контактов при r0 = ℓ эквивалентно условию a2/R2

g ≪ 1, которое всегда справедливо для контакта
Герца. Таким образом, требование высокой плотности неровностей с высотами ℓ ≫ δ является
разумным. Кривизна поверхности и изменение площади контакта, характерное для задачи Герца
о контакте гладких тел, при ℓ≫ δ играют второстепенную роль, что позволяет сильно упростить
оценки.

Величину Sn можно оценить как жёсткость пластины, имеющей толщину d и площадь A:

S(rough)
n =

EgA

d
. (18)

При этом изменение площади физического контакта описывается (17), а величина номинальной
площади имеет порядок πa2 (ℓ/δ)2 и неизменна.

Величина d или ширина зазора между шероховатыми поверхностями определяется из равен-
ства силы, сжимающей поверхности, и силы реакции, возникающей при деформации неровностей.
Соответствующие выражения зависят от выбора функции распределения неровностей по высо-
те. Часто используется экспоненциальное распределение высот неровностей, которое допускает
получение аналитических зависимостей и имеет вид [36]

ψ(h) =
N
ℓ
exp

(

− h

ℓ

)

. (19)
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Опуская несложные промежуточные выклад-

Рис. 6. Зависимость модулей упругости упаковки
стеклянных шариков от сжимающего их давле-
ния. Кружки отвечают K, квадратики — G, кре-
стики — ν, штрихпунктир соответствует зависи-
мости ν от p в модели Герца—Миндлина

ки, запишем уравнения равенства сил:

E∗N
√

πℓ3r0 exp(−d/ℓ) = p̄,

4πR2
gp

C (1− φ)A0
f

(

ℓ

δ
,
Rg

r0

)

= p̄, (20)

где p̄ — среднее давление при контакте шерохова-
тых поверхностей, функция f(ℓ/δ, Rg/r0) учиты-
вает отклонение от величины, отвечающей кон-
такту гладких искривлённых поверхностей [36].
При увеличении ℓ/δ площадь контакта возраста-
ет, а при увеличении Rg/r0 растёт среднее дав-
ление за счёт концентрации напряжений в обла-
сти неровностей с малой кривизной. Оба фактора
действуют разнонаправленно и частично компен-
сируют друг друга. При оценке величин можно
положить f(ℓ/δ, Rg/r0) = 1 и рассматривать в
качестве номинальной площади контакта A0 =
= πa2, понимая, что более точный анализ при-
ведёт к появлению масштабного коэффициента
порядка единицы.

Комбинируя уравнения (18) и (20), получаем

оценку жёсткости S
(rough)
n , которую затем подставляем в первую формулу (13). Модуль объёмной

жёсткости при наличии шероховатости зёрен ℓ≫ δ равен

K
(rough)
1 = − pRg (1− ν21)

3ℓ

√

πℓ

r0

{

ln

[

(

32πp (1 − ν1)
2

9G1C (1− φ)

)1/3

N
√

πℓ3r0

]}

−1

. (21)

Слабая логарифмическая зависимость от давления в знаменателе практически не проявляется,
и результирующая зависимость модуля объёмной жёсткости упаковки из шероховатых гранул
от давления оказывается близкой к линейной, что и наблюдалось в эксперименте. Сплошная
чёрная линия на рис. 5 отвечает (21) при N = 1/(2r0ℓ), r0 = ℓ = 24 нм с заменой p на p + p0
для учёта эффекта предварительного напряжения (см. выше). Нетрудно видеть, что эта оценка
находится в удовлетворительном согласии с экспериментальными данными, а характерная высота
неровностей ℓ = 24 нм удовлетворяет сделанному при выводе (21) предположению ℓ ≫ 3 нм и
согласуется с визуальными наблюдениями зёрен корунда под микроскопом (рис. 4).

На рис. 6 представлены зависимости от давления модулей объёмной жёсткости и сдвига упа-
ковки гладких стеклянных шариков. Коэффициент корреляции регрессионных зависимостей со-
ставляет 96÷97%. Пунктирные линии отвечают аппроксимации указанных зависимостей функ-
циями C 3

√
p+ p0 в смысле минимума среднеквадратичной ошибки. Оценки величин C и p0 для

модулей K1 и G1 есть

CK1
= 16,9, p0 ≈ 45 кПа; CG1

= 22,2, p0 ≈ 45 кПа. (22)

Использование линейной интерполяции приводит к уменьшению коэффициента корреляции
и величине p0 ∼ 200 кПа, что не находит разумного объяснения (см. ниже). Величины CK и
CG могут быть вычислены из (13) и их оценочные значения равны C̃K = 68,8, C̃G = 95,9 для
параметров стекла Gg = 33 ГПа, νg = 0,21. Ожидаемые величины в среднем в 4,2 раза больше
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отвечающих эксперименту. Причина такого рас-

Рис. 7. Микрофотография шарика с неровностями
в виде застывших капель стекла на поверхности.
Размеры поля изображения по горизонтали и вер-
тикали равны 720 мкм

хождения может быть связана с уменьшением ра-
диуса кривизны в области контакта. Нетрудно
показать, что изменение последней величины
сводится к умножению выражений (13) на 3

√
ζ,

где ζ = Rc/Rg и Rc — радиус кривизны в обла-
сти контакта. Несложные оценки приводят к ζ =
= 1/4,23 ≈ 0,013 или масштабу неровности Rc ≈
≈ 3 мкм. Действительно, некоторая часть ша-
ров (анализ объёмного содержания таких частиц
не проводился) имеет неровности в виде застыв-
ших капель стекла (рис. 7). Размеры этих неров-
ностей варьируются в широких пределах, и по-
этому кривизна поверхности в области контакта
могла равняться нескольким микрометрам.

Как видно из (22), в случае упаковки глад-
ких стеклянных шариков давление p0 отлично от
нуля и имеет примерно ту же величину, что и
для упаковки зёрен электрокорунда. Появление
предварительного напряжения в упаковке шари-
ков определяется, по-видимому, той же причи-
ной, что и для упаковки зёрен электрокорунда.
Поскольку, как видно на микрофотографии на
рис. 7, какая-то часть шариков имеет неровности, микроскопические повороты в момент их виб-
рационного уплотнения могут приводить к защемлению и «запоминанию» уровня деформаций,
действовавших при вибрационном уплотнении. Ещё раз отметим, что в дальнейшем мы плани-
руем проверить это предположение. Как уже отмечалось выше, использование линейной интер-
поляции приводит к величине p0 ∼ 200 кПа. Это соответствует «запоминанию» деформации,
приблизительно в пять раз большей, чем деформация, имевшая место в момент вибрационно-
го уплотнения. Поэтому линейная аппроксимация экспериментальных данных не может быть
использована.

В рамках теории Герца—Миндлина коэффициент Пуассона не зависит от давления и опреде-
ляется формулой (16). Ожидаемое значение этой величины показано штрих-пунктирной линией
на рис. 6. Измерениям отвечают бо́льшие величины и прослеживается слабая зависимость коэф-
фициента Пуассона от давления. Для объяснения наблюдаемых расхождений следует вспомнить
условия применимости теории Герца—Миндлина [36]. В ней предполагается, что сдвиговая жёст-
кость Sτ обусловлена сухим трением и сила сухого трения превышает силу, приводящую к ло-
кальному сдвигу пары тел, находящихся в контакте. В отсутствие силы трения величина Sτ = 0,
и упаковка представляет собой сплошную упругую среду Пуассона, в которой действуют только
центральные силы. При этом коэффициент Пуассона равен ν1 = 1/4. Небольшое увеличение ν1
по сравнению с ожидаемой величиной ν̃1 = 0,024 можно связать с наличием некоторой части
контактов с тангенциальным проскальзыванием. Объёмное содержание таких контактов можно
оценить из элементарных соображений:

νmeas
1 = nf ν̃1 +

ns
4
, (23)

где νmeas
1 ≈ 0,034÷0,05 — измеренная величина коэффициента Пуассона, nf — объёмное со-
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держание контактов без тангенциального проскальзывания, рассматриваемых в теории Герца—
Миндлина, ns = 1− nf — объёмное содержание контактов с тангенциальным проскальзыванием.
Несложные оценки показывают, что nf = 96÷88%, ns = 4÷12%, где первые значения отвечают
малым давлениям. Таким образом, бо́льшая часть контактов не имеет тангенциального проскаль-
зывания, а при увеличении давления, сжимающего зерна, доля контактов с проскальзыванием
возрастает. Причина такого изменения коэффициента Пуассона не выяснена и будет исследована
в дальнейшем.

Таким образом, оба эксперимента по определению зависимости модулей упругости грану-
лированных сред находятся в согласии с известными теоретическими моделями. Выполненные
оценки высот неровностей разумны и согласуются с данными наблюдений под микроскопом.
Следовательно, предложенный метод пригоден для исследования гранулированных сред и мо-
жет использоваться для анализа эффектов, связанных с конечной амплитудой возмущений, т. е.
нелинейности, и релаксации.

4. НАБЛЮДЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭФФЕКТОВ И МЕДЛЕННОЙ
РЕЛАКСАЦИИ В ГРАНУЛИРОВАННОЙ СРЕДЕ

При конечной амплитуде возбуждения коле-

Рис. 8. Зависимость нормированных резонансных
частот y мод кручения (кружки́) и сжатия (квад-
ратики с крестиками) от амплитуды деформации
ε на резонансной частоте. Сплошные линии от-
вечают линейным зависимостям const × (1 − βε),
характерным для наличия гистерезиса в зависи-
мости напряжения от деформации. Пунктирные
линии показывают зависимости вида 1/ε

баний упаковки стеклянных шариков наблюда-
лись зависимости резонансных частот и доброт-
ности колебаний от амплитуды возбуждения.
На рис. 8 приведены полученные из измерений
зависимости нормированных частот продольного
и крутильного резонансов от амплитуды дефор-
маций. Нормированные частоты связаны с из-
меренными следующими соотношениями: y =
= A (fP,S/f0P,S − 1) + 1, где коэффициент A был
выбран равным 100 для того, чтобы сделать из-
менения заметными в двойном логарифмическом
масштабе, который позволяет наглядно выделить
степенные зависимости (см. ниже). Величина y =
= 1 отвечает резонансным частотам контейнера
без заполнения.

Для удобства сравнения с известными резуль-
татами пересчёт в модули упругости не прово-
дился, поскольку в большинстве литературы
приводятся именно зависимости резонансных ча-
стот амплитуды возбуждения. В области очень
малых деформаций должна наблюдаться харак-
терная для слабой квадратичной нелинейности
зависимость резонансной частоты от амплитуды
вида 1−αε2 [9]. Данный режим колебаний обна-
ружен не был. При этом простые оценки коэф-

фициента α показывают, что точность измерения резонансных частот и влияние флуктуаций
температуры не позволяют определить пороговый уровень.

Действительно, если рассмотреть область малых деформаций и использовать результаты ана-
лиза поведения осциллятора с нелинейной жёсткостью [42, § 28], то, опуская промежуточные
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выкладки, можно записать выражение для относительного изменения резонансной частоты в
виде

∆ω

ω0
=

(

3Γ3

8
− 5

12
Γ2
2

)

ε2, (24)

где ∆ω — изменение резонансной частоты, обусловленное конечной величиной деформации (ам-
плитуды колебаний в терминологии [42]), ω0 — резонансная частота при нулевой амплитуде де-
формации, Γ2 и Γ3 — коэффициенты квадратичной и кубичной нелинейности, определяемые
стандартным образом [43] с помощью равенства σ =M (1+Γ2ε+Γ3ε

2) ε. Здесь σ — напряжение,
M — линейный модуль упругости, ε — деформация. Параметры нелинейности в модельной гра-
нулированной среде из пластиковых и свинцовых шариков ранее оценивались в работе [44] (см.
также [43]). Соответствующие выражения в обозначениях настоящей статьи имеют следующий
вид:

Γ2 =
1

4ε0
∼ 380, Γ3 = − 1

24ε20
∼ 107, (25)

где ε0 — статическая деформация сжатия гранул, оценка которой приведена ниже и составля-
ет ε0 ≈ 6,5 · 10−5. Следовательно, ожидаемая зависимость относительного изменения частоты
имеет вид: ∆ω/ω0 ≈ −(3Γ3/8) ε

2 ∼ 4 · 106ε2. В области деформаций ε ∼ 10−7 относительные
изменения частоты продольной моды колебаний составят ∆ω/ω0 ∼ 4 · 10−8, что приблизительно
на четыре порядка меньше погрешности измерения резонансных частот. Принимая во внимание
обнаруженную зависимость модулей упругости от давления, характерную для контакта Герца
(см. рис. 6), следует ожидать, что пороговый уровень деформаций имеется. Для его определения
в дальнейшем предполагается использовать анализ зависимости амплитуд гармоник от ампли-
туды основного тона аналогично работам [10, 44], поскольку этот метод не столь требователен к
точности измерений.

В области умеренных конечных динамических деформаций наблюдаются линейные зависимо-
сти частот от амплитуды, что характерно для уравнений состояния «напряжение—деформация»
с гистерезисом [9] (сплошные серые линии на рис. 8). И, наконец, дальнейшее увеличение уровня
деформаций приводит к появлению зависимостей вида 1/ε (сплошные линии на рис. 8). Такие
зависимости, насколько мы можем судить по известным нам литературным источникам, ранее
не наблюдались. Переход к обратно пропорциональной зависимости резонансных частот от ам-
плитуды деформации можно рассматривать как динамическое «разжижение», когда по мере уве-
личения амплитуды деформации всё меньшая часть гранул остаётся связанной с колебаниями
контейнера.

Сравним полученные зависимости с опубликованными данными. Наиболее подробные иссле-
дования были проведены в Национальной лаборатории Лос-Аламоса. Результаты этих, а также
других работ представлены в [9]. В рамках многочисленных феноменологических моделей (см.,
например, [9, 43] и имеющиеся там ссылки на оригинальные работы) показывается, что при нали-
чии гистерезиса в зависимости напряжения от деформации резонансная частота (и, соответствен-
но, жёсткость) уменьшается прямо пропорционально амплитуде деформаций. При этом имеются
исследования гранулированных сред, где экспериментально доказывается существование порого-
вого уровня деформаций в песчаниках [45] и в упаковке шариков [10], ниже которого зависимость
напряжения от деформации является однозначной функцией с характерной для кристаллических
решёток квадратичной ангармоничностью.

В эксперименте характерные для нелинейного гистерезиса зависимости (рис. 8) наблюдались
начиная с минимальных амплитуд деформации (ещё раз напомним, что для определения порого-
вых значений ε∗P и ε∗S необходим анализ зависимостей амплитуд гармоник от амплитуды основного
тона, который не проводился) до εHP ∼ 2 · 10−7 и εHS ∼ 2 · 10−6. Сопоставим измеренные величины
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характерных амплитуд деформаций с величиной статической деформации прижима гранул. Для
данных на рис. 8 статическое давление, сжимающее зёрна, составляло 69 кПа. Расчёт по фор-
муле (15) показывает, что радиус пятна контакта равнялся a ≈ 2,6 мкм, а статическое сжатие
δ = a2/Rg ≈ 29 нм. Величине статического сжатия можно поставить в соответствие величину
статической деформации ε0 = δ/(2Rg) = 6,5 · 10−5. Таким образом, амплитуды динамических
деформаций, отвечающие изменению режима колебаний гранулированной среды и началу пред-
полагаемого разрушения структуры связей в ней равняются εHP ∼ 0,003ε0, ε

H
S ∼ 0,03ε0.

Причина существенного отличия величин εHS и εHP пока не ясна, и для её установления требу-
ются дополнительные исследования. Отметим, что возможность обнаружения неизвестных ра-
нее эффектов сильного различия динамической реакции объёмных и крутильных деформаций
связана с одновременными измерениями продольных и крутильных колебаний. В подавляющем
большинстве работ исследуются продольные колебания (см., например, [9, 10, 44]), реже встреча-
ются исследования колебаний сдвига. Совместный анализ продольных и сдвиговых деформаций,
насколько мы можем судить по доступной нам литературе, ранее не проводился. Исключением
является работа [46], где возможность совместного исследования продольных и сдвиговых де-
формаций позволила выявить ранее неизвестные особенности при насыщении жидкостью пор в
консолидированной горной породе.

Выше отмечалось, что в работе [7] в натурных условиях наблюдался эффект медленной ре-
лаксации неконсолидированной среды. Он был связан с наличием метастабильных состояний в
гранулированной среде, а наблюдавшаяся логарифмическая зависимость релаксации от време-
ни связывалась с наличием энергетического барьера, отделяющего метастабильное и стабильное
состояния. Целью пробного эксперимента была проверка возможности регистрации эффектов
медленной динамики в модельной гранулированной среде.

Вибрационное воздействие, которое приводило упаковку гранул в возмущённое состояние, осу-
ществлялось путём долговременного возбуждения продольной моды с амплитудой деформаций
ε ≃ 10−6 в течение 30 мин. Резонансные частоты продольной и крутильной мод за время интен-
сивного возбуждения достигали равновесных значений. Затем, после выключения вибрационного
воздействия, осуществлялось сканирование частот с минимальными амплитудами возбуждения
ε ∼ 10−7 для крутильной моды и ε ∼ 10−8 — для продольной (рис. 8), что позволило измерить
зависимость резонансных частот соответствующих колебаний от времени.

На рис. 9 представлены данные по медленной релаксации модулей упругости в упаковке стек-
лянных шариков при двух значениях статического давления. Из него видно, что модули объёмной
жёсткости и сдвига при релаксации после интенсивного вибрационного воздействия изменяются
пропорционально логарифму времени в некотором диапазоне его значений. Зависимость модулей
упругости от времени связано с релаксацией внутренних деформаций, появившихся в результате
вибрационного воздействия на гранулированную среду. При наблюдении медленной релаксации
амплитуда колебаний мала и предполагается существенно меньшей, чем величина остаточных
деформаций. Поэтому в процессе наблюдений модуль упругости изменяется согласно формуле
M∞ [1 +Γ2εr(t)+Γ3ε

2
r(t)+ . . . ], где M∞ есть равновесная величина модуля упругости (объёмной

жёсткости K или сдвига G), Γ2 и Γ3 — коэффициенты квадратичной и кубичной нелинейно-
сти, оценки величин которых приведены выше, εr — остаточная деформация, релаксирующая к
равновесному состоянию, limt→∞ εr(t) = 0. Известно, что процесс медленной релаксации в консо-
лидированных средах не связан с необратимыми изменениями структуры среды и многократное
повторение аналогичных опытов приводит к одним и тем же результатам [9]. В этом случае
величина остаточной деформации должна быть малой: εr ≪ 1.

При малых величинах εr достаточно ограничиться рассмотрением квадратичной нелинейно-
сти, и величины на рис. 9 представляют собой функции Γ2εr(t), где в общем случае значения Γ2
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Рис. 9. Наблюдение медленной релаксации в упаковке стеклянных шариков при двух значениях дав-
ления сжатия упаковки: белые кружки отвечают давлению 7,9 кПа, чёрные — 34,6 кПа. Пунктирны-
ми линиями показаны регрессионные зависимости, отвечающие линейным функциям от логарифма
времени

могут отличаться для объёмных и сдвиговых деформаций. Представленные в настоящей работе
результаты являются предварительными. Поэтому для последующих оценок используем величи-
ну Γ2, приведённую выше в (25), как для объёмных, так и для сдвиговых деформаций. С учётом
зависимости от давления сжатия параметры квадратичной нелинейности Γ2 ≈ 380 для давления
p = 34,6 кПа и Γ2 ≈ 350 для давления p = 7,9 кПа.

В работе [7] величина наклона логарифмической зависимости εr(t) была связана с объёмом
активации процесса, что позволило оценить характерный пространственный масштаб, связанный
с процессом релаксации. Коэффициенты пропорциональности перед логарифмическими функци-
ями для εr(t) представляют собой отношение S = Λ/M∞, где Λ = kT/V ∗, kT ∼ 4 · 10−21 Дж —
энергия тепловых флуктуаций, k — постоянная Больцмана, V ∗ — объём активации процесса
релаксации [7]. Величины S отвечают коэффициентам пропорциональности перед логарифмиче-
ской функцией для относительных изменений модулей упругости после деления на коэффициент
квадратичной нелинейности Γ2:

SG ≈ SK ≈ 1,4 · 10−4 при p = 7,9 кПа, SG ≈ SK ≈ 2 · 10−4 при p = 34,6 кПа. (26)

Величинам (26) отвечают пространственные масштабы, связанные с процессом релаксации, по-
рядка 3

√
V ∗ ∼ 6÷9 нм, что приблизительно в три раза больше соответствующей величины, ис-

пользованной в работе [7], и на порядок больше величин характерных масштабов для консоли-
дированных материалов [47].

В дальнейшем предполагается провести измерения Γ2 для деформаций сжатия и сдвига, а
также исследовать зависимости εr(t), полученные при различной влажности и при изменении
амплитуды деформации в слабом зондирующем сигнале. Измерения зависимости от амплитуды
зондирующего сигнала необходимы, поскольку гранулированные среды с размером зёрен более
1 мкм принято рассматривать как среды с kT = 0, где без постороннего вмешательства изме-
нение конфигурации упаковки невозможно [38]. В результате вместо «обычной» энергетической
температуры kT в выражениях, описывающих медленную релаксацию (т. е. диффузию дефектов
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через энергетические барьеры) в консолидированных материалах, может оказаться корректнее
использовать так называемую вибрационную температуру mgv2, где mg — средняя масса зерна,

v2 — средний квадрат скорости перемещения гранулы в процессе измерений. Несложные оценки
показывают, что энергетическая вибрационная температура в экспериментах, данные которых
представлены на рис. 9, составляла величину порядка 7 · 10−18 Дж, что на три порядка больше
kT .

В заключение отметим интересную особенность в зависимости относительных величин мо-
дулей упругости гранулированной среды от времени (рис. 9). При увеличении давления сжатия
упаковки происходит сокращение диапазона времён, на которых отчётливо наблюдается их лога-
рифмическая зависимость от времени. При этом для обоих модулей упругости при p = 34,6 кПа
имеются чётко выраженные участки с насыщением в начале процесса релаксации и при его окон-
чании. Такое поведение характерно для релаксационных процессов в двухуровневых системах с
экспоненциальной зависимостью релаксирующего параметра от времени. Наличие данных толь-
ко для двух значений давления не позволяет сделать сколько-нибудь значимые выводы, но ука-
зывает на возможное изменение режима релаксации в гранулированной среде и необходимость
детальных исследований.

И, наконец, в упоминавшихся во Введении работах [5, 6] в процессе консолидации мелкодис-
персного порошка из частиц корунда также была зарегистрирована логарифмическая зависи-
мость модуля сдвига от времени. Наблюдавшиеся в упомянутых работах эффекты, наиболее ве-
роятно, связаны с появлением слабых связей, которые могут быть разрушены при вибрационном
воздействии с последующим медленным восстановлением. Заинтересованным читателям можно
рекомендовать не потерявший актуальности и сегодня обзор результатов 40–50-х годов 20 века,
составленный пионером в данной области академиком П.А.Ребиндером [48]. Хорошо известно,
что эффекты тиксотропии выражены в грунтах, состоящих из мелкозернистых песков, которые
содержат частицы глины (см., например, [2]). При этом значительную роль играет жидкость, на-
личие которой приводит к появлению «связей-мостиков» между зёрнами, а также к возникнове-
нию потенциалов взаимодействия зёрен посредством поверхностных сил различной природы [34].
Поскольку представленные результаты отвечают эксперименту при отсутствии существенного по
сравнению с работами [5, 6] содержания жидкости, а сами зёрна в наших исследованиях имели
относительно большие размеры, что позволило пренебречь влиянием поверхностных сил, то рас-
смотренные в работах [5, 6] эффекты не имеют отношения к явлениям, наблюдавшимся нами.
Модельные соображения, поясняющие причины появления логарифмической зависимости от вре-
мени в процессах релаксации, представлены в нашей работе [7].

ВЫ ВОД Ы

Подведём итоги и сформулируем основные результаты настоящей работы.

1) Предложен метод измерений механических свойств сыпучих сред, имеющий преимущества
по сравнению с известными способами таких измерений. Он делает возможным одновременное
измерение реакции гранулированной среды на объёмные и сдвиговые деформации. Проведена
калибровка экспериментальной установки, показавшая работоспособность предложенного метода
и высокую точность проводимых с помощью него измерений. Эксперименты на модельных средах
продемонстрировали воспроизводимость результатов измерений и согласие измеренных величин
с ожидаемыми.

2) Зависимости резонансных частот от амплитуд деформаций содержат неизвестные ранее
особенности и требуют дальнейшего изучения. Проведены эксперименты по наблюдению медлен-
ной релаксации в гранулированных средах. При этом временны́е зависимости модуля объёмной
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жёсткости и модуля сдвига одинаковы. Подобные исследования, на сколько мы можем судить по
известной нам литературе, ранее не проводились.

Таким образом, созданная экспериментальная база является основой для планируемых нами
исследований в области физики гранулированных сред. Обнаруженные нами новые и необычные
зависимости не являются артефактами и указывают на перспективность дальнейшего изучения
рассмотренного в настоящей работе круга вопросов.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (гранты 11–05–00774, 11–02–01419,
13–05–97053), а также программы фундаментальных научных исследований ОФН РАН «Фун-
даментальные основы акустической диагностики природных и искусственных сред».

Авторы выражают благодарность рецензенту статьи за многочисленные критические замеча-
ния, способствовавшие улучшению качества изложения материала.
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A NEW METHOD OF ACOUSTIC CHARACTERIZATION
OF NON-CONSOLIDATED MATERIALS. PRELIMINARY RESULTS

V. S.Averbakh, A.V. Lebedev, S.A. Manakov, and V. V.Bredikhin

We report a new method of measuring acoustic properties of non- consolidated materials and
present preliminary results of its application to an artificial granular matter. Those results demonstrate
interesting prospects of the new method. Earlier unknown features of non-consolidated granular matter
are revealed. Experimental observations of slow relaxation in such a material are performed.
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